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Récurrence et induction

Récurrence "faible"

La récurrence classique, dite faible, est celle qu’on voit a
I'école, elle permet de démontrer une propriété de la
forme Vn € N, P(n) en montrant qu’elle est vraie pour 0 et
gu’elle est héreditaire, c’est-a-dire que si P(n) est vraie
pour un n donné (éventuellement n = 0), alors elle est
aussi vraie pour n+1. Plus formellement, on exprime le
principe de raisonnement par récurrence de la fagon
suivante :

P(0) A
P, <VneN,P(n)—>P(n+1) ) — Vn e, P(n)

P(0) est appelé le cas de base et Vn € N, P(n) — P(n+1)
est appelé le cas de récurrence (faible).
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Récurrence et induction

Récurrence "forte"

La récurrence forte est en fait équivalente a la version
faible, mais s’avére plus agréable dans certains cas. la
notion d’hérédité y est différente : si on suppose P(k) est
vraie pour tout k strictement plus petit qu’'un n donné
(éventuellement n = 0), alors elle est vraie pour n. Plus
formellement :

VP, (Vn e N, ((Vk < n, P(k)) — P(n))) = VneN, P(n)

Remarquez que le cas de base a disparu. En fait il est
contenu dans l'autre cas (le cas de récurrence (forte)).
Nous montrons ce résultat maintenant :
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Récurrence et induction

Récurrence "forte"

Propriété

Si la propriété (Vn € N, ((Vk < n, P(k)) — P(n))) est
vraie, alors P(0) aussi.

Preuve

Si cette propriété est vraie alors en particulier elle est
vraie pourn =0 :

((Vk < 0,P(k)) — P(0))

Comme il n’y a pas de k<0 dans N, Yk < 0, P(k) est
équivalent a vrai, on a donc :

vrai — P(0)

qlgugigleélqwa/ent a‘ P(OF?ecurrence et induction 10 mai 2024 6/26



Récurrence et induction

Induction

Le raisonnement par induction est une généralisation de
la récurrence faible a d’autres ensemble que N. Les
ensembles sur lesquels s’applique se principe (ce
"schéma") de raisonnement sont les ensembles définis
par induction.
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Induction

Ensemble défini par induction - intuition

La définition d’ensemble E par induction comporte 3
parties :

La base, qui est un ensemble d’éléments appartenant a
E par définition.

Linduction, qui est un ensemble de regles (d’opérateurs)
permettant de construire (récursivement) de nouveaux
éléments de E a partir d’éléments de E. Donc en partant
de la base, puis par itération.

La fermeture qui signifie que E est 'ensemble de tous
les éléments que I'on peut construire a partir de la base
en appliquant les opérateurs du point précédent. La
fermeture signifie également que E ne contient aucun
autre éléments.

Par exemple voici une définition de 'ensemble N :

T

% &
Qs pUS
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Induction

Ensemble défini par induction - intuition

Exemple : Définition inductive de N

Base : B={0};
Induction : Q = {S}, ou S est d’arité 1et prend son
argument dans N (noté S: N — N;

fermeture : N est la fermeture de B par (.
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Induction

Ensemble défini par induction - intuition

Exemple : Définition inductive de N
On peut faire plusieurs remarques :

On voit que les termes de la forme 0, S(0), S(S(0))...
appartiennent a N.

N apparait dans sa propre définition (ici dans le type de
S). Il s’agit d’une définition récursive : en fait dans la
définition N représente n'importe quel ensemble E
vérifiant B C E et Vx € E, S(x) € E. C’est 'opération de
fermeture qui permet de préciser ensuite que parmi les
E possibles, on en prend un en particulier (voir section
suivante).
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Induction

Ensemble défini par induction - intuition

Exemple : Définition inductive de N

Lopérateur S est un constructeur, pas une fonction. Ce
qui signifie que S(0) est un élément de N, et qu’il ne se
calcule pas vers une autre valeur (il n’est pas égal a 1,
qui n’est d’ailleurs pas défini ici). Cette notion de
constructeur est bien évidemment a rapprocher de celle
de constructeur de type dans les langages fonctionnels.
En fait dans les langages fonctionnels, on appelle
constructeurs les éléments de la base et les opérateurs.

Cependant on peut parfois associer un calcul aux
opérateurs dans une définition inductive.
Suivant cette derniére remarque, pour N on peut par
//\\ exemple remplacer S par la fonction succ, définie par
)9 exemple sur R, qui ajoute 1 a son argument. Dans ce cas
\K//_ N est défini comme un sous-ensemble de R :

Quis pu>
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Induction

Ensemble défini par induction - intuition

Exemple : Définition inductive de N a I'aide d’un
opérateur fonction
Base: B={0} C R;
Induction : Q = {succ}, ou succ : R — R telle que
succ:n—n+1;
fermeture : N est la fermeture de B par Q.

On voit que les réels 0, 1, 2,... appartiennent a N. On
retiendra donc que lorsqu’on définit un ensemble par
induction, si on associe des fonctions aux opérateurs,
alors I'ensemble est défini comme un sous-ensemble d’un
ensemble défini précédemment (N comme
sous-ensemble de R). En revanche lorsque les
opérateurs sont des constructeurs, les éléments de

S, , J .
/ \f 'ensemble défini inductivement sont nouveaux (S(0) est
”\K//’ une nouvelle valeur, égale seulement a elle-me"me).

Quis pu>
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Induction

Ensemble défini par induction - définition

Nous pouvons maintenant définir la notion de définition
inductive d’'un ensemble E. Avant cela il est nécessaire de
préciser la notion d’opérateur et de stabilité d’'un
ensemble par rapport a un opérateur :

Définition

Un opérateur f est un symbole muni d’une signature
Fy x---x F,, oules F; sont des ensembles

quelconques.

On appelle n l'arité de f .

On dit que l'application de f ades arguments xq,- - - , Xp,
notée f(xy,--- ,Xm) estdéfini six; € Fy,--- ,Xn € Fp.
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Induction

Ensemble défini par induction - définition

Reprenons I'exemple (définition inductive de N), on voit
que S a bien pour signature F; x --- x F, avec n=1 et F=N.
La stabilité d’'un ensemble E par rapport a un opérateur
permet de définir formellemement la notion de fermeture.
La définition en toute généralité étant complexe, nous
donnons 3 définitions successives de plus en plus
générales : la stabilité pour un opérateur d’arité 1 dont
'argument appartient & E, puis pour un opérateur d’arité
quelconque prenant tous ses arguments dans E, puis
pour un opérateur d’arité quelconque ne prenant pas tous
ses arguments dans E.
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Induction

Ensemble défini par induction - définition

Définition
Un ensemble E est dit stable par rapport a I'opérateur f de

signature E siv¥x € E,f(x) € E. On écrit aussi f(E) C E.
On généralise af: En— U :
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Induction

Ensemble défini par induction - définition

Définition
Un ensemble E est dit stable par rapport a I'opérateur f de
signature E" sivey---e, € E,f(ey,--- ,ep) € E. On écrit

aussi f(E") C E.

On généralise a la signature Fy x --- x Fp, x E", qui
couvre tous les opérateurs possibles modulo permutation
des arguments :
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Induction

Ensemble défini par induction - définition

Définition

étant donné les ensembles F; - - - Fr,, un ensemble E est
dit stable par rapport a un opérateur f de signature

Fi x --- x Fpy x E™ et par rapport aux ensembles
Fi---Fm,siVxy € Fy,--- ,NXm € Fp,Veq,--- ,enp € E,
f(x1,"+ ,Xm, €1, -+ ,€n) € E.

On écrit aussi f(Fy,--- , Fn, En) C E.

Pr. Ousmane THIARE Récurrence et induction 10 mai 2024 17/26



Induction

Ensemble défini par induction - définition

Définition
Soient :
B un ensemble appelé base ;!

_>
Q un ensemble d’'opérateurs { f; }.

On appelle fermeture inductive de B par Q2 ou ensemble
inductivement défini par (B, Q)i 'ensemble E défini par le
schéma suivant :

E est la plus petite partie de U telle que :

1.BCE;
2. E est stable par rapport aux opérateurs de Q2.

On voit que la définition de E fait appel a E lui-me"me
dans le point 2 ci-dessus. Pour cette raison, la fermeture

inductive est parfois appelée fermeture récursive.
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Induction

Ensemble défini par induction - définition

Exemple : Définition inductive des listes d’entiers Ly

B = {Nil}

Q = {Cons} ou Cons a pour signature N x Ly
Exemples d’élément de £ : Nil, Cons(S(0),Nil),
Cons(0,Cons(S(0),Nil))... On notera Cons(x,l) parfois dans
la suite x : :I.

Pr. Ousmane THIARE Récurrence et induction 10 mai 2024 19/26



Induction

Raisonnement par induction

Le raisonnement d’induction permet de montrer des
propriétés de le forme Vx € E, P(x) pour un ensemble E
défini par induction. Par exemple sur 'ensemble N défini
dans I'exemple (Définition inductive de N), on retrouve un
principe d’induction semblable au principe de récurrence
faible :

P(0) A
WzGWENP@%%PwQD )ﬁvxeNP“)

Le principe est le suivant : pour prouver qu’une propriété
est vraie pour tout élément d’'un ensemble E défini par
induction, il faut démontrer :
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Induction

Raisonnement par induction

Que P est vrai pour chaque élément de la base Bg (ici :
P(0));

Les opérateurs préservent P (ici S préserve P :

Vx € N, P(x) — P(S(x))). On dit aussi que P est une
propriété héréditaire pour les opérateurs.

Plus généralement voici la forme du principe de
raisonnement par induction sur un ensemble quelconque
défini par induction :
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Induction

Raisonnement par induction

Théoréme
Soit E = (B, Q) un ensemble défini par induction et P une
propriété. Pour montrerVx € E, P(x) il suffit de
démontrer :
base :Vx € B, P(x);
regles : pour chaque opérateur f € Q de signature
Fy x---x Fp x E", f préserve P, c’est-a-dire :
Ver,---enc E,P(ey)N--- N P(en) —
Vx € Fi, P(f(X1,- -+ , Xm, €1, ,€n)).

Quis pu>”

Pr. Ousmane THIARE Récurrence et induction 10 mai 2024 22/26



Induction

Raisonnement par induction

Exemple : Principe de raisonnement par induction sur les
listes d’entiers

D’aprés Le théoreme précédent, le principe d’induction
sur les listes d’entiers £ de I'exemple (Définition inductive
des listes d’entiers Ly est le suivant :

P(Nil) A
s (VI € Ly,Vn € N, P(Cons(n, 1)) ) —Vle Ly, P(I)
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Induction

Raisonnement par induction bien fondée

On aura noté que le principe d’'induction correspond a la
récurrence faible transposée aux ensembles définis par
induction. Il nous reste a définir I'’équivalent de la
récurrence forte transposée aux me"mes ensem- bles. En
fait 'induction ne se généralise pas uniquement sur les
ensembles définis par induction mais sur les ensembles
munis d’un ordre bien fondé. Sans entrer dans les détails
ces deux notions sont en réalité assez proches.
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Induction

Raisonnement par induction bien fondée

Théoreme

Soit E un ensemble et < un ordre bien fondé total sur E.
Soit P une propriété sur les éléments de E. Pour montrer
Vx € E, P(x) il suffit de démontrer que la propriété est
héréditaire pour <, plus précisément :

VP, (Ve € P,((Vx < e, P(x)) — P(e))) — Vx € E, P(x)

Ce principe se réveéle bien adapté au raisonnement sur
les fonctions récursives "non structurelles”, c’est-a-dire
dans lesquelles les appels récursifs se font sur des
arguments plus petits selon un ordre ne correspondant
pas a l'ordre inductif.

Pr. Ousmane THIARE Récurrence et induction 10 mai 2024 25/26



Induction

Raisonnement par induction bien fondée

Exemple : D’aprés le théoréme précédent ci-dessus, on
peut définir un principe d’induction sur les listes d’entiers
naturels a partir de I'ordre suivant bien fondé sur les
listes :

I < I ssi sum(l) <n sum(I').

VP, (VI € Ly, ((VI' € Ly, t.q.sum(I') < sum(l), P(I))
— P(1)) — VI € Ly, P(I)
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