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Notions d’espace vectoriel euclidien

Espace vectoriel R”

Soit n un entier strictement positif et R le corps des
nombres réels.

Lensemble R"” des n-uples (xi,- - , X,) de nombres réels
est muni de sa structure usuelle d’espace vectoriel réel,
définie par les opérations :

(X17"' aXn)‘|‘(X1/7"' ,X,/-,):(X‘|+X1/7"' aXn+X;7)
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Notions d’espace vectoriel euclidien

Espace vectoriel R”

Soit n un entier strictement positif et R le corps des
nombres réels.
Lensemble R"” des n-uples (xi,- - , X,) de nombres réels
est muni de sa structure usuelle d’espace vectoriel réel,
définie par les opérations :
(X17"' aXn)‘|‘(X1/7"' 7Xr/1) = (X1 +X1,7"' aXn+X;7)
(X1, -, Xn) = (Ixq,- -+, Ixp), ] € R.
On identifiera un élément X = (x4, -- , x,) de R" avec la
X

matrice X = | x; | anlignes et 1 colonne.
Xn
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Notions
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vectoriel
euclidien

Les opérations dans R” sont alors définies par des
opérations sur les matrices :

m Addition :

X1 X X1 + X4
Xi|+|x|=]x+x

: ] L
Xn X Xn + Xp,

(X1,---,Xn)+(X1/,-'-,X,/7):(X1—|-X4,---,Xn+X,I7)
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= Multiplication par un scalaire :

Xq /X1
/ XI - IXI
Xn IXn

(X1, Xn) = (Ixq, -+, Ixn)
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Notions d’espace vectoriel euclidien

Opérations dans R"

Multiplication par un scalaire :

Xq /X1
I x| =1 Ix
Xn IXn
/(X‘Ia'” aXn) — (IX17"' 7IXI‘I)

Dans R”, les n éléments e;,i € {1,--- , n}, dont toutes
les coordonnées sont nulles, sauf la /™€ qui vaut 1,
forment une base, appelée la base canonique de R".
i=n
Tout élément X = (xy,--- , x,) de R” s’écrit : X = Z Xi€

i=1

Pr. Ousmane THIARE Régression linéaire dans R2 16 avril 2020 5/32



Produit scalaire dans R”"

Définition

Soit F une application de R” x R dans R.
On notera aussi (X|F|Y) ou (X|Y)g, le nombre réel
F(X,Y).
On appelle produit scalaire dans R”, toute application F
de R" x R" dans R qui possede les propriétés suivantes :
a) Bilinéarité
Linéarité par rapport a la premiére variable :
FIX+X,Y)=F(X,Y)+ F(X',Y) et
F(IX,Y)=IF(X,Y), quels que soient | dans R,
X, X', Y € R"; cette propriété s’écrit aussi

(X +X|FIY) = (X|FIY) + (X'|FIY)
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Produit scalaire dans R”"

Définition

a) Bilinéarité
Linéarité par rapport & la deuxiéme variable :
FIX,Y+Y)=F(X,Y)+ F(X,Y) et
F(X,1Y)=IF(X,Y), quels que soient | dans R,
X, X', Y € R; cette propriété s’écrit aussi

(XIFIY +Y') = (X|F|Y) + (X|F]Y")

b) Symétrie

c) Positivité
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Produit scalaire dans R”"

Définition

a) Bilinéarité
Linéarité par rapport a la deuxiéme variable :
FIX,Y+Y)=F(X,Y)+ F(X,Y) et
F(X,1Y)=IF(X,Y), quels que soient | dans R,
X, X', Y € R; cette propriété s’écrit aussi

(XIFIY +Y') = (X|F|Y) + (X|F]Y")

b) Symétrie

F(X,Y)=F(Y,X), quels que soient X et Y dans R" :
(X|FIY) = (Y|F|X)
c) Positivité
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Produit scalaire dans R”"

Définition

a) Bilinéarité
Linéarité par rapport a la deuxiéme variable :
FIX,Y+Y)=F(X,Y)+ F(X,Y) et
F(X,1Y)=IF(X,Y), quels que soient | dans R,
X, X', Y € R; cette propriété s’écrit aussi

(XIFIY +Y') = (X|F|Y) + (X|F]Y")

b) Symétrie
F(X,Y)=F(Y,X), quels que soient X et Y dans R" :
(X|F1Y) = (YIFIX)

c) Positivité
F(X,X) est un nombre réel supérieur ou égal a 0, quel
que soit Xdans R" : (X|F|X) =0
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Produit scalaire dans R”"

Définition

d) Non dégénérescence
F(X,X)=0 entraine X=0pn :

(X|FIX)=0=X=0

Autrement dit, le vecteur 0 = (0,---,0,--- ,0) de R" est
'unique solution de I'équation F(X,X)=0.

On dit aussi qu’un produit scalaire sur R"” est une forme
bilinéaire symétrique positive non dégénérée. Le mot
"forme" fait simplement référence au fait que les valeurs
sont des scalaires. Lorsqu’il est muni d’un produit
scalaire, R" est appelé un espace vectoriel euclidien.
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Produit scalaire dans R”"

Exemples

a) Produit scalaire canonique
Lapplication de R"” x R” dans R définie par :
((X‘l?' o ;Xn)7(Y1,"' 7yn)) — <X|Y> = XtYZ

14
: i=n
(X%, %) | vi | = Zx,y, est un produit
i=1
Yn

scalaire sur R" gqu’on appelle le produit scalaire
canonique de R".

%,
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Produit scalaire dans R”"

Exemples

b) Produit scalaire défini par une matrice diagonale a
éléments positifs
Soit une matrice réelle M a n lignes et n colonnes dont
tous les éléments en dehors de la diagonale principale
sont nuls et dont tous les éléments de la diagonale
principale sont des nombres réels strictement positifs.
Alors I'application : (X, Y) — (X|M|Y) = XIMY =

Yi
(X1"'7Xj;"‘,xn)M yvil =

Yn
miX;y; = mjiX;y; est un produit scalaire sur R”. M mat des
poids.
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Produit scalaire dans R”"

Exemples

b) Produit scalaire défini par une matrice diagonale a
éléments positifs

Le produit scalaire canonique correspond au cas ou la
matrice M est la matrice unité I, (tous les éléments de la
diagonale sont égaux a 1 et les élements en dehors de
la diagonale sont 0) : tous les poids sont égaux a 1.
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Produit scalaire dans R”"

Exemples

b) Produit scalaire défini par une matrice diagonale a
éléments positifs
Le produit scalaire canonique correspond au cas ou la
matrice M est la matrice unité I, (tous les éléments de la
diagonale sont égaux a 1 et les élements en dehors de
la diagonale sont 0) : tous les poids sont égaux a 1.

Autre exemple : M = D1 = 1/,. Tous les poids sont
égauxa% et la somme des poids vaut 1.
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Régression linéaire dans R?

Matrice d’un produit scalaire

Pour tout produit scalaire F de R”, on peut écrire :
i=n j=n n
FX,Y)=F( _xen> yg)=>_ Fle,e)xy =
=1

i=1 ij=1
Y1

(X1, ,X;,--- , xn)MF | y; | La matrice Mr = [F(ej, &))]
Yn

s’appelle la matrice du produit scalaire F dans la base

canonique. Cette matrice est symétrique :

F(ej, ) = F(ej, €)).
Les éléments de sa diagonale sont : F(e;, g;) > 0.
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Régression linéaire dans R?

Matrice d’'un produit scalaire (suite et fin)

Remarquons que ces propriétés ne sont pas suffisantes :
une matrice symétrique dont les éléments de la diagonale
sont des nombres réels strictement positifs bilinéaire

((x1,x2), (1, ¥2)) = (x4, X2) (; ?) <}{;> qu’elle définit

n'est pas un produit scalaire car le "produit scalaire" du
vecteur propre (1,-1) pour la valeur propre négative, par
lui méme, est un nombre réel strictement négatif

(-

La matrice <; ‘12) n’est donc pas la matrice d’'un produit

scalaire sur R?, bien qu’elle soit symétrique et que les
éléments de sa diagonale soient strictement positifs.
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Régression linéaire dans R?

Matrice d’un produit scalaire

Théoreme

En réalité, pour qu’une matrice carrée symétrique reelle
soit la matrice d’un produit scalaire, il faut et il suffit que
toutes ses valeurs propres, qui sont toujours des nombres
réels, soient strictement positives.
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Régression linéaire dans R?

Norme d’un vecteur

Si F est un produit scalaire sur R", le nombre réel positif

I X|lF = +/F(X, X) s’appelle la F-norme de X, ou
F-longueur de X. Quand il n’y a pas de confusion a
craindre, on parlera simplement de norme ou de longueur,
qu’on notera || X|| au lieu de || X|| .

On dit qu’un vecteur est normé pour F si sa F-longueur
est1.

Par exemple, dans R? muni du produit scalaire canonique,

la longueur de X = (x1, X2) est || X||r = /X2 + x5 et le
vecteur (1,0) est normé.
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Régression linéaire dans R?

Angle de deux vecteurs

Etant donnés deux vecteurs X et Y de R" et un produit
scalaire F sur R", pour tout nombre réel |, on a :

FIX+IY, X+ 1Y) =|X+IY|2 >0

Comme cette relation est vraie pour tout nombre réel |,
c’est que le déterminant de ce trindme du second degré
est négatif :

(XIV)EZ = IXIZIYIE <0 = [XIY)Fl < IXIFIIYIF
(inégalité de Schwarz).
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Régression linéaire dans R?

Angle de deux vecteurs

Etant donnés deux vecteurs X et Y de R" et un produit

scalaire F sur R", pour tout nombre réel |, on a :
FIX+IY,X+1IY)=|X+IY|2>0
PF(Y,Y)+I(F(Y,X)+ F(X,Y))+ F(X,X) >0

Comme cette relation est vraie pour tout nombre réel |,
c’est que le déterminant de ce trindme du second degré
est négatif :

(XIV)EZ = IXIZIYIE <0 = [XIY)Fl < IXIFIIYIF
(inégalité de Schwarz).
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Régression linéaire dans R?

Angle de deux vecteurs

Etant donnés deux vecteurs X et Y de R" et un produit
scalaire F sur R", pour tout nombre réel |, on a :

FIX+IY, X+ 1Y) =|X+IY|2 >0
PFE(Y,Y)+I(F(Y,X)+ F(X,Y))+ F(X,X) >0
RE(Y,Y)+2IF(X,Y)+ F(X,X) >0

Comme cette relation est vraie pour tout nombre réel |,
c’est que le déterminant de ce trindme du second degré
est négatif :

(XIV)EZ = IXIZIYIE <0 = [XIY)Fl < IXIFIIYIF
(inégalité de Schwarz).
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Régression linéaire dans R?

Angle de deux vecteurs

Etant donnés deux vecteurs X et Y de R" et un produit
scalaire F sur R", pour tout nombre réel |, on a :

FIX+ 1Y, X+1Y)=|X+IY|2 >0
PF(Y,Y)+I(F(Y,X)+ F(X,Y))+ F(X,X) >0
PF(Y,Y)+2IF(X,Y)+F(X,X)>0
1Y +2(X| V)£l + || X|[E = 0
Comme cette relation est vraie pour tout nombre réel |,
c’est que le déterminant de ce trindme du second degré
est négatif :
(XIV)EZ = IXIZIYIE <0 = [XIY)Fl < IXIFIIYIF
(inégalité de Schwarz).
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Régression linéaire dans R?

Angle de deux vecteurs (suite et fin)

Si les deux vecteurs X et Y sont différents de 0, leur
longueur n’est pas nulle, le produit de leurs longueurs
(X|Y)o
IXllgllYlls
1, et il existe donc un angle compris entre 0 et p radians

XY)s
XNl Ylo
Par définition, cet angle unique a compris entre 0 et p,
vérifiant :

n’est pas nul, le rapport est compris entre -1 et

dont le cosinus est €gal au rapport

XIY)o (XlolY)
Cos a = =
IXTg[1¥Tlo (Xl 1Y Tl

est appelé 'angle des deux vecteurs non nuls X et Y.
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Régression linéaire dans R?

Orthogonalité

Etant donnés deux vecteurs X et Y de R" et un produit
scalaire F sur R", on dit que X et Y sont F-orthogonaux
(ou simplement "orthogonaux" s’il N’y a pas de confusion
a craindre) si, et seulement si, leur produit scalaire est
nul :

F(X.Y)=(X|Y)r =0

Exemples :

0 est F-orthogonal a tout vecteur de R”.
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Régression linéaire dans R?

Orthogonalité

Etant donnés deux vecteurs X et Y de R" et un produit
scalaire F sur R", on dit que X et Y sont F-orthogonaux
(ou simplement "orthogonaux" s’il N’y a pas de confusion
a craindre) si, et seulement si, leur produit scalaire est
nul :

F(X.Y)=(X|Y)r =0

Exemples :
0 est F-orthogonal a tout vecteur de R”.
Langle de deux vecteurs non nuls F-orthogonaux est g
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Régression linéaire dans R?

Orthogonalité

Etant donnés deux vecteurs X et Y de R" et un produit
scalaire F sur R", on dit que X et Y sont F-orthogonaux
(ou simplement "orthogonaux" s’il N’y a pas de confusion
a craindre) si, et seulement si, leur produit scalaire est
nul :

F(X.Y)=(X|Y)r =0

Exemples :
0 est F-orthogonal a tout vecteur de R”.
Langle de deux vecteurs non nuls F-orthogonaux est g

La base canonique de R" muni du produit scalaire
canonique est formée de vecteurs normeés orthogonaux
AP deux a deux : on parle alors de base orthonormée.

Pr. Ousmane THIARE Régression linéaire dans R? 16 avril 2020 18/32



UNgy,
& Wi
e s
s %
2 » &
O &
I N
. 0
@ S

Régression linéaire dans R?

Projeté orthogonal

Soient X et Y deux vecteurs non nuls de R"” et F un
produit scalaire sur R".
Il existe un unique vecteur Z de R", proportionnelaY tel
que X-Z soit orthogonalay.
Preuve
Pour tout vecteur Z, on peut écrire :
(X=ZIY)r=(X[Y)F = (Z|Y)F
Si I'on prend un Z proportionnel a Y, on a Z=aY, donc :

Pour que X-Z soit orthogonal a Y, soit (X — Z|Y)r =0, il
XIY)o

2
Y15

faut et il suffit que I'on prenne a =
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Régression linéaire dans R?

Projeté orthogonal

Soient X et Y deux vecteurs non nuls de R"” et F un
produit scalaire sur R".
Il existe un unique vecteur Z de R", proportionnelaY tel
que X-Z soit orthogonalay.
Preuve
Pour tout vecteur Z, on peut écrire :
(X=ZIY)r=(X[Y)F = (Z|Y)F
Si I'on prend un Z proportionnel a Y, on a Z=aY, donc :
(X =Z|Y)r = (XIY)F—alY|Y)r = (X|Y)r - al|Y|z
Pour que X-Z soit orthogonal a Y, soit (X — Z|Y)r =0, il
(X|Y)o
Y13

faut et il suffit que I'on prenne a =
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Régression linéaire dans R?

Propriété du projeté orthogonal

Le projeté orthogonal Z; de X sur Y est le vecteur Z de R"
proportionnel & Y, qui minimise || X — Z||2.
Preuve
Soit Z un vecteur proportionnel a Y
Soit Zy = <ﬂ/’|};¢ Y le projeté orthogonal de X sur Y.

¢
X~ ZI2 = X~ Zo+ 2o — Z|I2
Comme Z est proportionnel a Y et que £, est
proportionnel a Y, la différence Z; — Z est
proportionnelleaY. Or X — Z, est orthogonal a Y, donc
X — Zy est orthogonal a Zy — Z qui est proportionnel aY. Il
en résulte que 'on a :
IX=ZIE =X~ 2o+ 2 — Z|2 =
IX = Zo|12 + 1120 - Z|2 > || X — Zol2. | X — Z|I% atteint
son minimum lorsque Z = 2.
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Régression linéaire dans R?

Considérons une variable statistique quantitative
bidimensionnelle (X,Y)avaleurs dans R?, définie dans une
population  de taille n. Elle est définie par 'ensemble
des couples {(X(w), Y(w))}weq. R? est 'espace des
variables.

La variable statistique est représentée par un nuage de
points dans R? et chaque point du nuage statistique
représente un individu dans la population €.
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Régression linéaire dans R?

Espace des variables

Les n valeurs X(w) de X pour les n individus de la
population peuvent étre considérées comme les

coordonnées d’un vecteur de R”. Ce vecteur est noté
X4

encore X = | x;

Xn
Méme chose pour les n valeurs Y(w) de Y pour les n
individus de la population.
Lespace E = R" apparait alors comme I'espace des
variables.
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Régression linéaire dans R?

Produit scalaire

Dans cet espace des variables, la matrice D1 = L/p, 0™ I,

n
est la matrice unité a n lignes et n colonnes, définit un
produit scalaire :

i—n

:<X]D%‘Y>:Z —Xiyi = — leyl X|Y>

i=1

XIY)o

1
n

en notant (XY le produit scalaire canonique de R". On
1

note 1, = | 1 | le vecteur unité de R”. Le vecteur unité

est normé.

Pr. Ousmane THIARE Régression linéaire dans R? 16 avril 2020 23/32



%,

Régression linéaire dans R?

Moyenne d’une variable statistique

la moyenne X de la variable statistique X est donné par :

B 1 1 i=n 1 i=n
X==Y"Xw)=-> x= EZX/N = (X[D1[1n) = (X]1

w i=1 i=1

La moyenne de X est le produit scalaire de X par le
vecteur unité 1,.

Notons Xj la variable centrée correspondant a X : pour
chaque individu w de la population, sa valeur est
X(w)—X:
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Approche

euclidienne de la

régression

R

o

Pr. Ousmane THIARE

Xn

X=Xo+X1p=Xo+ (X[1p)D11,

Régression linéaire dans R2

1
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i=n

S(X) = XE = 5D (= X)? = (Xo| D1 Xo) = | Xol?

Approche
euclidienne de la =1
régression SQ(X) — ||X0 “2

La variance de X est le carré de la norme de la variable
centrée.
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Régression linéaire dans R?

Covariance

La covariance de deux variables quantitatives réelles X et
Y définies sur 2 est la moyenne du produit des variables
centrées :

Cov(X,Y) = 1Z:(x,— Wyi—Y) = {Xo|D1|Yo) =

(Xol Y0>D1E
Cov(X,Y) = <X01D1H|Yo><X0\YO>D

1

n
La covariance est le produit scalare des variables
centrées.
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Cov(X,Y) (XolD:i[Yo)

Ixy = = = cos(Xo, Yo)
cuclidienne de a s(X)s(Y)  [1XllgllYollg
régression rXY — COS(XO, YO)

Le coefficient de corrélation linéaire est le cosinus de
I'angle des variables centrées.
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Régression linéaire dans R?

Prédicteur linéaire

Soient Y la variable a expliquer, X la variable explicative,
X0 et Yy les variables centrées.

Le prédicteur linéaire Dy x est y* = a+ bx ou

y* =Y = b(x — X), soit y = bxo.

Il est représenté par la droite de régression de Y en X
dans 'espace des individus.

Le coefficient b s’obtient par

Cov(X,Y) Cov(x,v) (XolYoln
s2(X) s2(X) HXOII%1

1
n

b=

3l
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Régression linéaire dans R?

Prédicteur linéaire (suite)

(XolYo)p,
1Xoll5,

est le projeté orthogonal de Yy sur Xp, Yo — bXg est
orthogonal a Xj et b est la valeur qui minimise
I'expression
i=n
§2 = 1> (Yo — bXoi)® = || Yo — bXolp, = $*(Y — bX) =
i=1

S2(Y —a—bX)=s2(Y - Y*) = 2(Yo— ¥§)

D’aprés ce qui précéde (1.1.2.3.e), bXy = Xo

S
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Régression linéaire dans R?

Prédicteur linéaire (suite)

Le prédicteur linéaire de la variable centrée Yj est le
projeté orthogonal de Yy sur Xy dans R". C’est la variable
Y§ qui minimise la variance de Yy — Yj.

Nous avons alors :

(V) = 1Yoll3, = || Yo—bXo+bXol3, = | Yo—bXol3, +]1bXo|

Cov(X,Y)

32(Y) = S%')in + b2||X0H%1 = Sr277in +( SQ(X) )SZ(X) =
Cov(X,Y)

Stin T (W) 2(Y)

S2(Y) = Sqip + rky S (X).
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Régression linéaire dans R?

Prédicteur linéaire (fin)

Nous retrouvons la variance résiduelle S2,, et la variance
expliquée par la régression rz, s?(X).

De facon symétrique, si X est la variable explicative et Y la
variable a expliquer, nous aurons une expression :

S2(X) = Sqin + rkyS7(X).

avec la variance résiduelle S, et la variance expliquée

min
par la régression rg, s?(X).
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