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Matrices ISl Ty £X4TT

Matrices

Définition

Une matrice de format (m, n) a coefficients dans K est un tableau
de m x n éléments de K organisés en m lignes et n colonnes. Chaque
élément de la matrice est repéré par deux indices, le premier est I'indice
de la ligne, le second est I'indice de la colonne.

ail @iz v @1yttt Gin
az1  dgz - Qg - Q2p
a;1 a1zt Gttt Gin ligne i
Aml Gm2 *** Gmj *** Omp
colonne j
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\WELICEM  Définition et notation

Matrices

Notation

® |a matrice précédente est notée A = [a; j]i=1,m:j=1,n;

m 3, ou (A);; est le terme, |I'élément ou encore le coefficient de |a

i€™€ ligne et de la j¢™¢ colonne de A;

une matrice de format (n, 1) est une matrice-colonne d'ordre n;

une matrice de format (1, n) est une matrice-ligne d'ordre n;

une matrice de format (n, n) est une matrice carrée d'ordre n;

la j™ colonne de la matrice A est notée A; ou a; suivant qu'on la

considére comme une matrice-colonne ou un vecteur de R”;

réciproquement, la matrice dont les colonnes sont ay, a», -+ , an

sera notée [ajay - - an];

la i®™ ligne de la matrice A est notée A’ ou a’;

" M a(K) désigne I'ensemble des matrices de format (m,n) a
coefficients dans K et M,(K) I'ensemble des matrices carrées

d'ordre n .
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\WELICEM  Définition et notation

Matrices

Définition : Diagonale principale

La diagonale principale d'une matrice carrée A = [a; j]; j=1,» est consti-

tuée des éléments de la forme a;; appelés termes diagonaux de A.

On notera diag(A) le vecteur de R"” formé des termes diagonaux de

A diag(A) = (a1,1,a22, - ,ann)-

La diagonale principale divise A en deux parties :

® |a partie sur-diagonale formée des éléments a; ; tels que i < j
(éléments sur-diagonaux) ;

® |a partie sous-diagonale formée des éléments a; ; tels que i > j
(éléments sous-diagonaux) ;

@il Ain
.. termes
- sur — diagonaux

terines -.
sous — diagonaux
Gn1 Ann
v
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\ELILM  Matrices triangulaires, matrices diagonales

Matrices

® Une matrice triangulaire d'ordre n est une matrice A carrée
d'ordre n dont tous les éléments sur-diagonaux ou sous-diagonaux
sont nuls :
O soit a;j = 0 pour tous i et j tels que i > j, la matrice est alors appelée
triangulaire supérieure,
O soit a;; = 0 pour tous i et j tels que i < j, la matrice est alors appelée
triangulaire inférieure.

1014 100
0517 220
0001 104

0004 040

matrice triangulaire supérieure  matrice triangulaire inférieure
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\ELILM  Matrices triangulaires, matrices diagonales

Matrices

® Une matrice diagonale d’ordre n est une matrice carrée d'ordre n
qui est simultanément triangulaire supérieure et triangulaire
inférieure. C'est donc une matrice A carrée d'ordre n dont les
termes non diagonaux sont nuls :

ajj = 0 pour tout i # j

On définit souvent une matrice diagonale en donnant la valeur de ses
éléments diagonaux : D = diag(di, d>, - - , dy) est la matrice
diagonale d’ordre n dont les termes diagonaux vérifient d; ; = dj
(remarquez la double signification de diag).

coo -
coNO
ocwoo
= o oO0o

|
diag(1,2,3,4) =
l
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Opérations matricielles Opérations linéaires

Matrices

Définition

Soient A = [a; j] et B = [b; j] deux matrices de méme format (m, n). La
matrice somme des matrices A et B est la matrice S = [s; j] de format
(m,n) telle que :

Vi=1,---,mVj=1,---,ns;=ajj+ bij

Si a est un nombre réel ou complexe, la matrice produit aA est la matrice
P = [pjj] de format (m, n) telle que :

Vi=1,---,mVj=1,---,np;j=a.ajj
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Opérations matricielles Opérations linéaires

Matrices

Proposition
Muni de ces deux opérations, M, o(K) est un espace vectoriel sur K

4

Proposition - Base canonique de M, »(K)

Pour i =i---met j=1---n, on définit dans M, o(K) les matrices
Ejj par :

N _J O si i#Flouk#j
(E'J)’7k_{1 si i=louk=j
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Opérations matricielles Opérations linéaires

Matrices

Ejj a la forme suivante :

J
o o o
. ) 3
By = o 1 o
o o o

Les m x n matrices Ej;; forment une base de M, (K).
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Opérations matricielles Produit matriciel

Matrices

Définition - Compatibilité pour le produit matriciel

Soient A et B deux matrices, on dit que A et B sont compatibles pour
le produit AB de A par B, si et seulement si le nombre de colonnes de
A est égal au nombre de lignes de B.

v

Définition

Soient A = [a; ] de format (m,p) et B = [b; x| de format (p,n) deux
matrices (sous ces hypothéses elles sont compatibles pour le produit
AB). La matrice produit de la matrice A par la matrice B est une
matrice P = [p;j| de format (m,n) telle que :

p
\V/I:]., amvvj:]-a"' ,n,p,‘,j:zahkbklj
k=1

p;i.; est le résultat du produit de la ligne i de A par la colonne j de B. 4
n 58
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Opérations matricielles Produit matriciel

Matrices

Proposition
Sous réserve de compatibilité, le produit matriciel est :
® associatif : (A B)C=A(B C);

m distributif par rapport ‘a la somme : (A+B)C=AC+BC et
A(B+C)=AB+AC.

® mais il n'est pas commutatif.
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Opérations matricielles Produit matriciel

Matrices

Proposition - Expression des lignes et colonnes d'une matrice comme
produit

Soit A une matrice de format (m, n). On note Ej la matrice-colonne
d'ordre n dont tous les coefficients sont nuls sauf le coefficient de la
Jj€™€ ligne qui vaut 1. Alors :

AE; = aj (j*"colonne de A)

De méme, on note E! la matrice-ligne d'ordre m dont tous les coeffi-
cients sont nuls sauf le coefficient de la /™ colonne qui vaut 1. Alors :

E;A =4, (i colonne de A)
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Opérations matricielles Produit matriciel

Matrices

Proposition - Produit de matrices particuliéres

® |e produit de deux matrices carrées d'ordre n est une matrice
carrée du méme ordre.

® Le produit de deux matrices A et B triangulaires inférieures (resp.
supérieures) d'ordre n, est une matrice triangulaire inférieure (resp.
supérieure) d'ordre n; les éléements diagonaux de la matrice produit
AB sont égaux au produit des éléments diagonaux de rang
homologue des matrices opérandes :

pour tout i,i =1,--- n, (AB);; = ajibj;

® e produit de deux matrices diagonales est une matrice diagonale
du méme ordre : si A =diag(a, - ,ap) etsi
B = diag(by, - , bp) alors AB = diag(aib1, azbo,- -, anbn)

9 ) -
.
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Opérations matricielles Produit matriciel

Matrices

Théoréme - Produit matriciel par blocs

Soient A et B deux matrices compatibles pour le produit AB. Si A admet
une partition en blocs Aj de format (r;, sk) et si B admet une partition
compatible en blocs By; de format (s, t;) alors le produit AB peut se
décomposer en blocs Cj; de format (r;, tj) et on a :

n
Vi=1l,--- ,mVj=1,--- apacfj:ZAikBkj
k=1
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Opérations matricielles Inverse d'une matrice

Matrices

Définition - Matrice inversible
Une matrice A est inversible si et seulement s'il existe une matrice B et

une matrice-unité | telles que AB = BA = |.
S'il en est ainsi, B est est appelée inverse de A et est notée A~ 1.
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Opérations matricielles Inverse d'une matrice

Matrices

Proposition

m Une condition nécessaire pour qu'une matrice A soit inversible est
que A soit carrée.

m Soit A une matrice carrée inversible, son inverse A~1 est unique, et
est une matrice carrée du méme ordre, inversible et (A71)71 = A.

® Une matrice carrée inversible A est réguliére (i.e.
AB = AC = B = C et BA= CA= B = C); une matrice carrée
non-inversible est dite singuliére.

m Soient A et B deux matrices carrées inversibles de méme ordre,
alors la matrice produit AB est inversible et (AB)~! = B~1A-L.
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Opérations matricielles Inverse d'une matrice

Matrices

Proposition

Soient A et B deux matrices carrées d'ordre n telles que AB = /,. Alors

A et B sont inversibles et A~ = B.

Pour montrer que A et B sont inversibles il suffit de montrer que BA =

I, :

® notons E; la matrice-colonne d'ordre n dont tous les coefficients
sont nuls sauf celui de la ™€ ligne qui vaut 1 alors :

O les matrices E; forment une base de |'espace des matrices-colonne
d'ordre n, M, 1;

O d'autre part, si My, M, --- , M, désignent les colonnes d’une matrice
carrée M d’ordre n on a pour tout i =1,2,--- ,n, M; = ME;

O enfin AB =1, = pourtout i =1,2,--- ,n AB; = E;
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Opérations matricielles Inverse d'une matrice

Matrices

Proposition (Suite 1)

m considérons les colonnes By, B, - - - , B, de B comme des

matrices-colonnes d'ordre n et montrons que la famille

{Bi1, B>, -+, By} est une famille libre de M, 1 et donc une base de
nl -

O soient ¢1, ¢, -+ , C, des éléments de K tels que Zle ¢Bi=0

0 alors A(Y L, 6iBi) =Y 1, cAB =Y 1 cE =0

O puisque les matrices E; forment une base de |'espace des
matrices-colonnes d'ordre n, pour tout i =1,2,--- ,n,¢; =0

® pour tout j =1,2,---,n, on peut exprimer E; dans cette base :
n
Ej = > k=1 ik Brk
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Opérations matricielles Inverse d'une matrice

Matrices

Proposition (Suite 2)

® |a j™ colonne de la matrice BA est égale au produit (BA)E; :

(BA)E; = BA(Y i—1 ajxBi) = Y k—1 ajx BABk = 34—, ajx BE,
=Y k=1 kB = Ej
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Opérations matricielles Inverse d'une matrice

Matrices

Proposition - Inverse de matrices particuliéres

® Soit A une matrice diagonale d'ordre n, A = diag(ai, a2, - ,an);
A est inversible si et seulement si tous ses éléments diagonaux sont
différents de zéro. S'il en est ainsi,
A_lzdiag( o 7_)

a;’ a aj
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Opérations matricielles Inverse d'une matrice

Matrices

Proposition - Inverse de matrices particuliéres

® Soit T une matrice triangulaire supérieure (resp. inférieure)
d'ordre n, dont tous les termes diagonaux t; sont différents de
zéro. Alors T est inversible et son inverse T—! est une matrice
triangulaire supérieure (resp. inférieure) d'ordre n et les termes
diagonaux de la matrice inverse T~! sont les inverses des termes
diagonaux de rang homologue de T :
pour tout i =1,--- ,n, (T 1); = !

n

Une démonstration par récurrence du second résultat utilise les
propriétés du produit par blocs appliqué aux matrices triangulaires
décomposées sous la forme :
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Opérations matricielles Inverse d'une matrice

Matrices

t11 | 12

T = o
: | T

0

ol t] = t1p--- t1, est un vecteur-ligne de R"~! et T7 une matrice
triangulaire supérieure d'ordre (n-1).
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Opérations matricielles BREELE TN RN LT

Matrices

Définition
Soit A = [ajj] une matrice de format (m,n), la transposée de A est la
matrice de format (n,m) notée A™ ou A’ telle que :

Vi=1l---,m ijl,-'-,p,afj:aj,-

Proposition
® pour tout a élément de K, (aA)T = aAT

m si A et B sont deux matrices de méme format,
(A+B)T = AT + BT

® si A et B sont deux matrices compatibles pour le produit AB,
(AB)T = BTAT

® enfin, si A est une matrice carrée inversible, AT est inversible et

(AT) 1 = (A )T, | |




Matrices

On convient d'associer a' tout vecteur x = (x1, x2,- -+, Xxp) de R" la
matrice-colonne [x] d'ordre n suivante :

@y
o

dont le coefficient de la i®™ ligne est la i®™® coordonnée de x dans la
base canonique £ de R".

Théoréme

L'application € qui a x € R" associe la matrice-colonne [x]e € M, 1 est
une application linéaire bijective; R” et M, 1 sont donc isomorphes.

Dans la suite on identifiera M, 1 et R" et on notera x la

matrice-colonne associée au vecteur x.
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Matrices

Définition - Noyau et image d'une matrice

Soit A une matrice de format (m, n), le noyau de A est I'ensemble
N(A) ={x e R" t.q. Ax = 0}

et I'image de A est I'ensemble :

R(A)={y e R"t.q. Ix e R et Ax =y}
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Matrices

Proposition

® N(A) est un sous-espace vectoriel de R”;

® R(A) est le sous-espace vectoriel de R™ engendré par les colonnes
de A.

En effet soient {a1,a,--- ,a,} la famille des colonnes de A
(considérées comme des vecteurs de R™). Soit y € R(A). Par
définition, il existe x € R" tel que y = Ax. Alors

n
y=Ax= Zx;a;
i=1

Tout élément y de R(A) est donc combinaison linéaire des colonnes de
A. Réciproquement, toute combinaison linéaire de {aj, ap, -+ ,a,} est

un élément de R(A). |
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Noyau, image et rang d'une matrice [EE[ - R ELIETE

Matrices

Définition

On appelle rang d'une matrice A, la dimension de I'image de A :

rg(A) = dim R(A)

Proposition
Soit A une matrice carrée d'ordre n, alors :

rg(A) = n <= A inversible

La preuve est semblable a celle de la proposition Avec les mémes
notations, on a :
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Noyau, image et rang d'une matrice [EE[ - R ELIETE

Matrices

® rg(A)=n < la famille {A1, A2, -+, A,} des colonnes de A est
une base de M, 1;

® alors pour tout
Jj=1--,nE =bjA1+ byjA> + -+ b, jA, = AB; ou B;
désigne la matrice-colonne d'ordre n :

bl,j
by
B=|
bnj
® on note B le matrice dont les colonnes sont : By, By, -+, B, ; alors
la j™¢ colonne de AB, (AB);, est égale a :

(AB); = (AB)E; = A(BE)) = AB; = E;

d'ou AB = I, ; A est donc inversible.
—ml



Noyau, image et rang d'une matrice [EE[ - R ELIETE

Matrices

On rappelle le résultat fondamental suivant :
Théoréme - Théoréme du rang
Soit A une matrice de format (m, n). Alors :

(nb.colonnesdeA) = dimR(A) 4+ dimN(A) = rg(A) + dimN(A)
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Y EYSSTLCR ST [TEN AL CR I EY-Clll - Application linéaire associée a une matrice

Matrices

Proposition
Soit A une matrice de format m x n. L'application f4 de R” dans R™
définie par :

fa:x€R" =y eR™ tel que [y] = Alx]

est une application linéaire de R™ dans R™ appelée application linéaire
canonique associée a la matrice A.

Lorsqu'on identifie R" et I'espace des matrice-colonnes M, 1, la relation
précédente s'écrit :

fa:x€R" =y eR" tel que y = Ax
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Y EYSSTLCR ST [TEN AL CR I EY-Clll - Application linéaire associée a une matrice

Matrices

Proposition

Soient A une matrice de format mx n et f4 I'application linéaire associée
a

m Ker(fa) = N(A);

m Im(fa) = R(A);

m |e rang de I'application linéaire f4 est égal au rang de la matrice A.

v
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Matrices et applications linéaires Représentation matricielle des éléments de R”

Matrices

R" peut étre muni d'une autre base que la base canonique; aussi on
généralise les notions développées dans la section précédente au cas
d'une base quelconque de R".

Définition

Une base B = {b1, -, b,} de R" étant fixée, on représente dans cette
base les élément de R” par la matrice-colonne de leurs composantes

suivant BB :
X1

X2
Six =Y., xibj, x est représenté par la matrice-colonne [x|p =

Xn
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Matrices et applications linéaires Représentation matricielle des éléments de R”

Matrices

Proposition - Formule de changement de base
Supposons R” muni de deux base B = {b1,---,b,} et B' =

{b,lv B b;}
On appelle matrice de passage de B a B’ la matrice

Pgg: = [byb) - - b),] ol les b sont exprims dans la base B

alors

® Pgp est inversible

" [x]s = Ppp/[x]s

On n'utilisera la notation [ |3 que lorsque on veut mettre en évidence
I'usage de bases différentes.
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Matrices et applications linéaires Représentation matricielle des applications linéaires

Matrices

Définition - Matrice d'une application linéaire

Soit f une application linéaire de R"” dans R™ et supposons choisies une
base B, = {b1 - by} pour R" et une base B, pour R™.

On appelle matrice de f dans les base B, et B, la matrice [f]z,5,, de
format (m,n) dont la j*™€ colonne est formée des composantes de f(b;)
exprimées dans la base B, :

[f15,5,, = [[f(b1)]5,, - - - [F(bn)]5,]

Notation Si m=n et si on muni R" d'une base unique B, la matrice
[f]B,5, est notée [f]p,.

Lorsque R" et R™ sont munis chacun de leur base canonique, on omet
la mention de la base.
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Matrices et applications linéaires Représentation matricielle des applications linéaires

Matrices

Théoréme
Soit f une application linéaire de R” dans R™. Alors si y=f(x) :

s, = [f]B.5.[X]5,

Proposition - Formule de changement de base pour les matrices

Supposons R™ muni de deux bases By, et B}, , et soit Pg, 5 la matrice
de passage de B, a BB),,. Supposons R"” muni de deux bases B, et 5/,
et soit Pp, 5 la matrice de passage de B, a B3;,. Soit f une application
linéaire de R" dans R™, alors les matrices de f vérifient la relation :

(15,8, = Pp,,s, 15,8, Ps.5,
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Matrices et applications linéaires Matrices semblables

Matrices

Définition - Matrices semblables

Deux matrices carrées A et B sont semblables si et seulement si il existe
une matrice inversible P telle que B = P~1AP

Proposition

La relation “les matrices A et B sont semblables” est une relation d'équi-
valence de M,(K).

Proposition

Soit f un endomorphisme de R”, si B et B’ sont deux bases de R", alors
[f]5 et [f]p sont semblables.

Réciproquement si deux matrices carrées A et B sont semblables on
peut interpréter A et B comme les matrices d'un méme endomorphisme
de R" exprimé dans deux bases différentes. )
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Déterminant d'une matrice carrée BEETIETER LT EL EHIETIN

Matrices

On rappelle le théor'eme suivant :
Théoréme

Soit A une matrice carrée d'ordre n. L'application de (K™)" dans K qui
aux colonnes de A fait correspondre le déterminant de A :

(a1, a2, ,an) — det(A)

est une forme n-linéaire alternée (i.e. linéaire par rapport a chacune des
variables). Réciproquement, toute forme n-linéaire alternée de (K")"
dans K est proportionnelle & cette application.
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Déterminant d'une matrice carrée LG ERCEI T

Matrices

Ces régles sont une conséquence du précédent théoréme.
Proposition
m det(A)=0 lorsque :

O une colonne (ou une ligne) est nulle;

O deux colonnes de A sont liées;
O deux colonnes sont identiques.

m det(A) change de signe si on échange deux colonnes (deux lignes) ;

m det(A) ne change pas si on ajoute a une colonne (a une ligne) un
multiple d'une autre colonne (d'une autre ligne) ;

® det(A) est multiplié par a si on multiplie une colonne (une ligne)
par a; en particulier det(aA) = a"det(A).
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Déterminant d'une matrice carrée Régles de calcul

Matrices

Théoréme
Soit A une matrice carrée d'ordre n, alors

A inversible <= det(A) # 0
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Matrices

Théoréme
Soient A et B deux matrices carrées d'ordre n, alors

det(AB) = det(A)det(B)

Théoréme
Soit A une matrice carrée inversible, alors
1
det(A™1) =
(A7) det(A)
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Matrices

Théoréme
Soit A une matrice carrée inversible, alors

a1
~ det(A)

[—1i+jd9t(AU)]iT:1,n,j:1,n

ou Aj; désigne la matrice carrée d'ordre n-1 appelée matrice mineure
de aj; et obtenue en supprimant dans A la ligne i et la colonne j.

Proposition

Soient A et B = P~ 1AP deux matrices semblables, c'est a dire telles
qu'il existe une matrice inversible P telle que B = PAP~!, alors

det(A) = det(B)
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Matrices

Proposition
Soit A une matrice carrée d'ordre n, alors

det(A) = det(AT)

Proposition
Soit A une matrice qui se décompose en quatre blocs sous la forme

A B
0 A

ou Aj et Ay sont des blocs carrés, alors det(A) = det(A;1)det(Az)
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