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Définitions

Une matrice (m, n) est un tableau a m lignes et n colonnes

a1 Q12 Qn

Gz1 Q22 Aon
A= .

Am1 A2 Amn

C'est aussi la matrice d'une application linéaire A de K" dans K™ ou
K est R ou C: une base e, - - , e, étant choisie dans K", et une base
fi,--+, fn dans K™, A est défini par

4.0n ;I

1< <n Ale) Zau
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Définition 1.1
L'application linéaire A est injective si

Ax)=0=x=0

Définition 1.2

L'application linéaire A est surjective si pour tout b dans K™, on peut
trouver x dans K" tel que A(x) = b

Définition 1.3

L'application linéaire A est bijective si elle est a la fois injective et

surjective.
Si A est bijective , on a m=n, la matrice A est carrée.
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Opérations sur les matrices

1. Somme: On peut ajouter deux matrices de méme dimension (m, n)
et (A+ B); = (A)j +(B)j

2. Produit par un scalaire : Pour « dans K, on peut faire le produit
aA et (aA)jj = a(A)j

3. Produit de 2 matrices : Pour A(m, n) et B(n, p) on peut faire le
produit AB, de dimension(m, p) et (AB)jj = > ;_1(A)ik(B)j

4. Transposée d'une matrice : Pour A(m, n), la transposée de A est
de dimension (n,m) et est définie par (‘A);; = Aji
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Opérations sur les matrices

1. Adjointe d'une matrice : Pour A(m, n) I'adjointe de A est de
dimension(n, m) et est définie par (A*);; = Aj;.

2. Inverse d'une matrice carrée : on dit que la matrice carrée A est
inversible si il existe une matrice B telle que AB=BA=I. La
matrice B est appelée I'inverse de A et notée A1
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Cas particulier de matrices

Toutes les matrice considérées dans ce paragraphe sont carrées.

1. Matrices symétriques : elles vérifient YA = A, ou encore a; = aj.
2. Matrices hermitiennes : elles vérifient A* = A, ou encore 3;; = aj;.
3. Matrices diagonales : elles vérifient a;; = 0 pour i # j.
4

Matrices triangulaires inférieures : elles vérifient a;; = 0 pour j > i,
i.e. elles ont la forme

x 0 0 oo 0
x x 0 .- 0
A= x x 0 0
X X X 0
X X b x
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Cas particulier de matrices
1. Matrices triangulaires supérieures : elles vérifient a; = 0 pour
j <, i.e. elles ont la forme

XX X x
0 x x X
A= 0 0 . x X
0 0 0 X X
o o0 --- 0 x

Les matrices triangulaires sont importantes pour la résolution
numérique des systemes car elles ont les propriétés suivantes :

® La transposée d’'une matrice triangulaire inférieure est triangulaire
supérieure et réciproquement ;
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B |e produit de deux matrices triangulaires inférieures est triangulaire
inférieure et le produit de deux matrices triangulaires supérieures
est triangulaire supérieure.

® |'inverse d'une matrice triangulaire inférieure est triangulaire
inférieure et I'inverse d'une matrice triangulaire supérieure est
triangulaire supérieure.
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Déterminants

Le déterminant d'une matrice carrée A se note det A, ol

a1 izt Qg
Gz Az -+ Qzp

det A=, .
Op1 Gpa Opn
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Déterminants

Il obéit a la regle de calcul de développement par rapport a une ligne
ou une colonne et a les propriétés suivantes

det I=1,
det tA = det A,
det A* = det A,

pour tout scalaire (complexe ou réel) a, det(aA) = a"det A,
det AB = det A x det B,

. . . —1 _ 1
Si A est inversible, det A™* = 25—,

No o~ b=

Le déterminant d'une matrice triangulaire est égal au produit de
ses éléments diagonaux.

4
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Produit de matrices par blocs

On décompose la matrice carrée A de la fagcon suivante :

ayl T a,y Qry+1 A1n
L2758 s ary Qry+1 Qrn 11 21
A A
A= — ( (2 ] )
A(fff,.l) A(Qf—!,n—.])
Qrin1 ari1g QAry1d+1 Qiiin
Qg1 A Apg QAng+1 Qpire
La matrice
a ays
Al — : :
)
ary arrs

est de dimension (1,J)
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Produit de matrices par blocs

airj41 cc Gin

21
A(I,R—J’)
arj41 c+ Gin

est de dimension (l,n-J)

ary11 ccc QArglg
A2 = : :
(n—1,0) = : :
Qpy Tt Quyg

est de dimension (n-1,J)
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Produit de matrices par blocs

Cipgr 77 Giqin

21
A(n—!,n—J)
QnJ1 v Onn

est de dimension (n-I,n-J) Si I'on prend une matrice B partitionnée de
la fagon suivante :

11 21
B-( g o )
B(n—J,K) B(n—J,n—K)
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Produit de matrices par blocs

alors on peut faire le produit AB comme si I'on avait affaire a des
matrices 2 X 2:

AIIBII+A12B21 AllBl2+AIZBZZ
AB= AZIBH+AZZBH A2lBl2+A12BZZ
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Soit A une matrice carrée n x n, on dit que A est valeur propre si il
existe un x # 0 tel que Ax = Ax. On dit alors que x est un vecteur
propre associé a la valeur propre A. Les valeurs propres sont les zéros
du polynéme caractéristique p(x) = det(A — Al). L'espace propre
associé a la valeur propre A est Ex = Ker(A — Al). On appelle
multiplicité de la valeur propre A sa multiplicité en tant que zéro de p.
On dit que A est diagonalisable si il existe une base (fi,--- , f,) de R”
constituée de vecteurs propres de A associés au valeurs propres

A1, -+, A\n (comptées sans la multiplicité). On a alors pour tout i

Afi = \if;. On pourra écrire matriciellement A = PAP~! ol A est la
matrice diagonale des valeurs propres de A, et P la matrice des
vecteurs propres.
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Théoreme 1.1

La matrice A est diagonalisable sur R (resp. sur C) si et seulement si
® ses valeurs propres sont dans R (resp. sur C),

® pour chaque valeur propre la dimension du sous-espace propre est
égale a la multiplicité.

Corollaire 1.1

Une matrice dont toutes les valeurs propres sont simples est diagonal-
isable.

Théoreme 1.2

Une matrice symétrique est diagonalisable en base orthonormée.
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Théoreme 1.3 (Théoreme de Schur)

Pour toute matrice carrée A, il existe une matrice unitaire U telle que
U*AU est triangulaire. Si de plus A est normale, il existe une matrice
une matrice unitaire U telle que U*AU est diagonale.
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Qu'est-ce qu'un algorithme? C’est une suite d'opérations élémentaires
nécessaires pour réaliser une tache donnée. Qu'est-ce qu'une
opération élémentaire ? Dans |'algorithme d'Euclide par exemple pour
trouver le pged de 2 polyndmes a et b, une opération élémentaire est
la division euclidienne :

a=bqo+ ry,rn=0o0u d'r < doa,

b=rg+n,n=0o0u d'n<dr
rn=ngqg—+nrn,n=0o0u dorg < dorl

onaalorsaAb=bArg=---=r,_1Ar,tant que r, # 0. La suite
des d° ri est une suite d'entiers strictement décroissante, il existe
donc un n tel que rpp 1 = 0. On a alors aA b= r,. Clest la forme que

I'on a apprise a I'école.
22 on 65
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On peut écrire I'algorithme sous la forme
di=d"a;dr=d"b;

sidi < do,p1 =b&pr =3

sinon p; = a &py = b;

tant que py # 0,

pL=q*p2+r

si r =0, pgcd = po

sinon py = p2; p2 = r

et on normalise.
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Les opérations élémentaires sont +, -, x, /. La complexité d'un
algorithme est le nombre d'opérations élémentaires nécessaires a la
résolution de I'algorithme. Prenons |'exemple du produit de deux
matrices. Soit A une matrice m x n, B une matrice n x p. Pour
calculer le produit AB on a I'algorithme avec des boucles
Données A,B
Initialisation C=zeros(m, p) ;
Pour i=1: m;
Pour j=1: p;
Pourk =1:n;
C(i,j) = C(i,J) + A(i, k) = B(k,j) ;
Fin ;
Fin :
Fin ;
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Pour calculer chaque C(i,j) on a n multiplications et n-1 additions. Ce
qui fait nmp multiplications et (n-1)mp additions. Pour des matrices
carrées, on obtient en tout, (2n — 1)n?.
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Résoudre un systeme linéaire de n équations a m inconnues, c'est
trouver m nombres, réels ou complexes, x1,--- , xmn, tels que

Ty + G12T2 + - - + AnTm
A2,T1 + G2 + - - + GomTm

by
b
S (L1)

AT + CaTo + + + CumZm = by

Les données sont les coefficients a;;,1 < i< n, 1 <j<met

bj,1 < j < n. On appelle systeme homogene associé le systeme
obtenu pour b= (0,---,0). Il est équivalent de se donner la matrice
A des coefficients aj; et le vecteur b des b; :

ain  Qiz Q1m by

Q21 22 Q2m bz
A= . b=

Qn1  CQnz Anm by,
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et de chercher un vecteur

tel que
Ax=0b

Il sera souvent utile d’écrire (1.1) sous la forme

ayy a1z Qi by
g1 (L} (573 by

T | . +1| . +eet T, | =1 . (1.2)
Gn) G2 Apm bn
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Soit, en notant a(j), le j-éme vecteur colonne de A

a;
. Az
ali) — o

an

x1a't + x0a8° + - xma™ = b

On en déduit un premier résultat : le systeme (1.1) admet une
solution si et seulement si b appartient au sous-espace vectoriel de R”
engendré par les m vecteurs colonnes de A : E(a(l), e ,a(’”)). On
appelle rang du systeme le rang de la matrice A, c'est la dimension de
L£(aW, . alm). Cest aussi la taille d’'un mineur de A d’ordre
maximum non nul.

29 on 65



Généralités Systémes linéaires, définitions

Généralités

® On s'intéresse d'abord aux systémes carrés, tels que m=n.
Théoreme 1.4

Supposons m=n. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

O A est inversible,

0 det(A) # 0,

O pour tout b dans R" , le systeme (1.1) admet une solution et une seule,

O le systeme homogene associé n'admet que la solution triviale

x=(0,---,0).

Remarquons que si A n'est pas inversible, son noyau est de dimension
n-r d'apres le théoréme du rang. Soit b est dans Im A, il existe une
solution X, et toutes les solutions sont obtenues en ajoutant a X un

élément de Ker A.
30 on 65
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Si b n'est pas dans Im A, I'ensemble des solutions est vide.
Remarquons qu'il n'est pas forcément évident de savoir si A est
inversible, cela vient en général avec I'étude de la méthode numérique
dont le systeme est issu.
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m Supposons maintenant que r = n < m. Il y a plus d'inconnues que
d'équations : le systéeme est sous-déterminé. Supposons, par un
changement de numérotation, que le déterminant

@y Q2 Qin
Q21 Q22 Qzr
Qnl Qp2 " Qnn

soit non nul. On dit que xy,-- - , x, sont les inconnues principales,
, Xm sont les inconnues non principales. On réécrit le

Xr41,°

systéme sous la forme
oot 4t tontn = b - (@t t o+ Gnln)
Gty oyt 0By = by — (GanZen oo+ Qi)

U8y + By ot aydy, = b - (anHlmHl tot anmzm)
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m Supposons maintenant que r = n < m. Il y a plus d'inconnues que
d'équations : le systéeme est sous-déterminé. Supposons, par un
changement de numérotation, que le déterminant

@y Q2 Qin
Q21 Q22 Qzr
Qnl Qp2 " Qnn

soit non nul. On dit que xy,-- - , x, sont les inconnues principales,
, Xp sont les inconnues non principales. On réécrit le

Xr41, "
systéme sous la forme
B oty +o oty = b= (@l oo F Gntn)

B+ ply+ o+ apdy = by = (QrpiZep oo F GonZn)

U8y + By ot aydy, = b - (anHlmHl tot anmzm)
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Pour un second membre donné b, pour chaque choix de x,11, - , xp

dans R"™", il y a une seule solution xi,--- ,x,. L'ensemble des

solutions est un espace affine de dimension n-r. On dira qu'il y a une

indétermination d'ordre m-n.

® Cas ou r < n. Alors on ne peut pas avoir une solution pour tout
second membre b, puisque £(al), ... alm) G R". On aalors r
équations principales, supposons que ce soient les r premieres.
Nous raisonnons maintenant sur les vecteurs lignes. Notons /() les
vecteurs lignes de A. Le systéme se récrit

JAS I = b
102y . 2 — ba
JASRI: = b,
Jir+1) | 4 — b1

|
oo
3

..E(") - T
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(I(l), e ,I(’)) forment un systeme libre. Le systeme constitué des r
premiéres équations relevent donc de I'analyse 2. On peut alors
exprimer [U+1) ... [(") en fonction de (/M) .. /(D)

10) = jll(l) 4t )\jr/(r)

Si I'on fait une combinaison linéaire des r premieres lignes avec les
coefficients Aj, on obtient

1V x = N\j1by + -+ + \ieby

d'une part, et b; d'apres le systtme. On a donc le
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Théoreme 1.5

Suppososns que les r premiéres lignes (/(1),--- ,/(’)) sont
indépendantes, et que les autres lignes vérifient

1D =2\ /D XD r 1< j<in (1.3)

Alors toute solution du systéme principal (systéme des r premieres
équations) est solution de (1.1) si et seulement si

(1.4) constituent les conditions de compatibilité. Si elles ne sont pas
satisfaites, le systeme est impossible. Si elles sont satisfaites, il y a
une indétermination d'ordre m-r comme en 2.
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Définition 1.4

Une norme sur un espace vectoriel V est une application ||-|| : V — R™
qui Vvérifie les propriétés suivantes

m|v[|=0«<=v=0

B ||av| = |a|||v|,Ya € K,Vv € V

® u+ v < lull + [|v],V(u, v) € V? (Inégalité triangulaire)

Une norme sur V est également appelée norme vectorielle. On appelle
espace vectoriel normé un espace vectoriel muni d'une norme.

v
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Les trois normes suivantes sont les plus couramment utilisées sur C” :

n
i = 3wl
i=1

n

vl = (D Ivil

i=1
IVl = max(v)

NI

La deuxiéme norme est la norme euclidienne sur C". Elle dérive du
produit scalaire (u,v)o = > ; ujV;
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Théoreme 1.6

Soit V un espace de dimension finie. Pour tout nombre réel p > 1,
I'application v — ||v||, définie par

1
n p
vllp = (Z !v,-l”>
i=1

est une norme.
Rappel 1.1
Pour p > 1 et % + % =1, I'inégalité de Holder s'écrit:

1

n n % n q
lluv||1=2|wwlé<2|w|"> (Zlm") — Jlullpllvlq

i=1 i=1 i=1
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Définition 1.5
Deux normes || - || et || - ||", définies sur un méme espace vectoriel V,
sont équivalentes s'ils existent deux constantes C et C' telles que

Ivll” < Clivi et [Iv]] < C"[lv]’

Rappel 1.2

Sur un espace vectoriel de dimension finie toutes les normes sont
équivalentes.

41 on 65



Généralités Norme de vecteurs et de matrices

Généralités

Définition 1.6
Soit M, I'anneau des matrices d'ordre n, a éléments dans le corps K.
Une norme matricielle est une application || - || : M, — R™ vérifiant

1. JA|=0<=A=0

2. llah] = [alllAll, Yo € K, VA € M,
3. [JA+B|| < ||A]| + |B]l,V(A,B) € M?2 (Inégalité triangulaire)

4. ||AB| < [|A[[IBl, ¥(A,B) € M7 )
Rappel 1.3

Etant donné une norme vectorielle || - || sur K"., I'application|| - || :

M, — R définie par

[Av]]

|A]| = sup ——= = sup [|Av| = sup [[Av||
vekn || V” vekn veK?
240 <1

v v v=1
10T 65
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est une norme matricielle, appelée norme matricielle subordonnée
(3 la norme vectorielle donnée).
De plus

lAv] < [AflIv],vv € K7

et la norme ||A|| peut se définir aussi par
|A|| = inf{a e R: |JAv] < aflv||,Vv € K"}
Il existe au moins un vecteur u tel que
u0et [[Aul| = [[Af]lu]
Enfin une norme subordonnée vérifie toujours

1T =1
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Théoreme 1.7

Soit ||A]| = (ajj) une matrice carrée. Alors

A
HAH1 dgf sup “ V||1
veCn ||V“1
v#£0
def Avl> ¥
1l 4 sup IAYle _ ZaEmy - oA = 1ar),
Vel v

A
Ao 2 sup 1V — e 5o
veer vl r=
v#0 J

La norme || - ||2 est invariante par transformation unitaire :

UU* =1 = [|All2 = [[AU]2 = [UA[|2 = |U*AU]2
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Par ailleurs, si la matrice A est normale :
AA* = A%A = [[All = p(A)

Remarque 1.1

1. Si une matrice A est hermitienne, ou symétrique (donc normale),
ona [|All2 = p(A)

2. Si une matrice A est unitaire ou orthogonale (donc normale), on a
[All2 =1

45 on 65



Généralités Norme de vecteurs et de matrices

Généralités

Théoreme 1.8
1. Si une matrice A une matrice carrée quelconque et || - || une norme
matricielle subordonnée ou non, quelconque. Alors

p(A) < [|A]l2

2. Etant donné une matrice A et un nombre € > 0, il existe au moins
une norme matricielle subordonnée telle que

lAl2 < p(A) +e.
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Théoreme 1.9

L'application || - ||g : M, — R* définie par

2

lalle = [ S 1as2 | = Ver(ava)

i

pour toute matrice A = (aj;) d’ordre n, est une norme matricielle non
subordonnée (pour n > 2), invariante par transformation unitaire :

UU* =I= ||Ale = |AU||e = [[UA|le = |U*AU[£

et qui vérifie

[All2 < [[Alle < V/nl|All2, VA € M. ) |
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De plus 1]z = v/
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Erreur d’arrondi

Un nombre réel s'écrit de facon unique x = 4-a10”, ol a est la mantisse,
b I'exposant, entier. a est un nombre réel tel que 0.1 < a < 1. L'arrondi
de x 3 | termes est noté arr(x) = X et est égal 3 £310°, aveca = 0. - - - .

~——

I
par exemple 7 = 3.141592653 - - - s'écrit 7 = 0.3141592653 - - - 101,
—

8
et avec 1=8, on a 7 = 0.31415927 101.
—_—

8
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Définition 1.7
La précision de I'ordinateur est le plus petit eps tel que arr;(1+eps) > 1.

x=0.10---049---10%, arn(x) = 1
I}

x=0.10---050---10%, arr(x) = 0.10---0110" > 1
/ i

On en déduit que eps = 510~/. Si I'on calcule en base 2, on aura 27/.
On a pour tout x # 0, %r’(x) < eps. En effet

x—arr(x) (a—3)10° (a—3) < 510~/~1

_ - _
x  alob | a o1 o0 =eps

On peut écrire aussi arri(x) = x(1 + €), avec |e| < eps.

B — T "o
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Conditionnement d'un probleme
Soit P un probléme, c’est-a-dire une application de RV dans R. Par
exemple le produit de 2 nombres s'écrit

(X1,X2) = X1X2.
Le conditionnement de P mesure |'influence d'une perturbation de x
sur la solution du probleme P(x) :

Définition 1.8
La condition C de P est le plus petit nombre tel que

x—)“(‘ < eps ‘P(XI)D— P(%)

() 4
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Définition 1.8 (suite)
Si K est grand, le proble?me est mal conditionné, si I n'est pas trop
grand, le probleme est bien conditionné.

Exemple 1.1
produit de 2 nombres. Soient X; = (1 + ¢€;)x;, et € = max(|ej|).
X1 X2 — )?1)?2

=(1+ea)(l+te)-1l=ea+eteae,
X1

X — X% | €2+ 2

X1X2

Comme €2 est négligeable devant €, on a K ~ 2
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Conditionnement d'une matrice
On veut estimer x-y, ol x est solution du systéme linéaire, et y solution
du systeme perturbé
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Exemple de R.S. Wilson :

07 8 7 32
75 6 5 23
A=lg 610 9| b=|a3]
7 5 9 10 31
07 81 72 3,01
lrws0e 6 s [
AtBA=1"g" S0 gny o |0 VHAE= gy
6.9 49 9 9% 3,99
¢ 0 01 02 0,01
0 00 0 0 -om
AA=1T0 om cont o |0 A= (om
000 <000 0 0,02 -0,01
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Exemple de R.S. Wilson (suite) :

1
1
Az=b<= 1z = e

1
1,82 0,82
0,36 -1
Au=b+Ab=u= 1% = Az=u-z= 0.3
0,79 -0,21
-81 82
137 136
(A+AA)v=b=v= o ,=Ar=v-z= s
22 21
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Définition 1.9
Soit |||| une norme matricielle subordonnée, le conditionnement d'une
matrice réguliere A, associé a cette norme, est le nombre

cond(&) = |A[|A7]

Nous noterons cond,(A) = [|A| || A7,

Théoreme 1.10
Soit A une matrice inversible. Soient x et x+Ax les solutions respec-
tives de

Ax =b et A(x+ Ax) = (b + Ab)
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Théoreme 1.10 (suite)
Supposons b # 0, alors I'inégalité

[Ax| [Ab|
< cond(A)——
X1 1]

est satisfaite, et c’est la meilleure possible : pour une matrice A donnée,
on peut trouver des vecteurs b ## 0 et Ax # 0 tels qu'elle devienne une
égalité.

y
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Preuve
Soit A une matrice inversible. Soient x et x+Ax les solutions respec-
tives de
AAx = Ab
Tt b b
lax] < AT S bl < TATHITANIX) S
1]l 1]
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Théoreme 1.11
Soit A une matrice inversible. Soient x et x+Ax les solutions respec-

tives de
Ax=bet (A+AA)(x+ Ax)=b

Supposons b # 0, alors I'inégalité

™ A4
T — S Cond A _—
I+ Ax] )]

est satisfaite, et c'est la meilleure possible : pour une matrice A donnée,
on peut trouver un vecteur b # 0 et une matrice AA # 0 tels qu'elle
devienne une égalité.

o
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Théoreme 1.12
® Pour toute une matrice inversible A,

cond(A) > 1,
cond(A) = cond(A™Y),
cond(ah) = cond(A), pour, tout scalaire a # 0

®m Pour toute matrice inversible A,

condp(A) = Hmax
Hmin

OU [tmax €t tmin SONt respectivement la plus grande et la plus
petite valeur singuliere de A.
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Théoréme 1.12 (suite)

m Si A est une matrice normale,
max|\;(A)|
1

o) = @

ou les A\;(A) sont les valeurs propres de A.

m Le conditionnement cond,(A) d'une matrice unitaire ou
orthogonale vaut 1.

m Le conditionnement cond,(A) est invariant par transformation
unitaire

UU* =1 = condx(A) = condx(AU) = condr(UA) = cond»(U*AU)

v
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Rappel 1.4

Les valeurs singulieres d'une matrice rectangulaire A sont les racines
carrées positives des valeurs propres de A*A.
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Lorsque I'on veut résoudre un systeme linéaire Ax=b avec une matrice
mal conditionnée, il peut &tre intéressant de multiplier a gauche par
une matrice C telle CA soit mieux conditionnée. L'exemple le plus
simple est le préconditionnement diagonal, ol la matrice C est la
matrice diagonale constituée des inverses des éléments diagonaux de
A.
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