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Méthodes directes Méthode de Gauss

Systémes triangulaires

Considérons un systéme triangulaire (inférieur) du type :

a11y = b
Q21T + Q22T2 = by
An1T1 + ApzXz + - - -+ Gundn = b'n.

c'est-a-dire associé a une matrice triangulaire inférieure

az1 a2z 0O

" 00

an—1n—1 0O
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Méthodes directes Méthode de Gauss

Systemes triangulaires

la résolution est tres aisée : on commence par résoudre la premiére
équation :

Sia;1 #0,x1 = by/ann

puis on reporte la valeur de x; ainsi déterminée dans la deuxieme
équation et on calcule xp, etc. A I'étapeion a:

Si aji # 0,x; = (bi — ajnx1 — aipxe — - -+ — @ji—1Xi—1)/ aii.

ce qui nécessite 3 instructions pour I'implémentation. Regardons la
complexité de I'algorithme, c’est-a-dire le nombre d’opérations
élémentaires pour la résolution du systeme. Une opération
élémentaire est une des 4 opérations addition(+), soustraction(-),
multiplication(x) et division (/). En général on les groupe en

addition /soustraction et multiplication/division. On appelle N* et N*

les nombres d'opérations correspondants.
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Méthodes directes Méthode de Gauss

Systémes triangulaires

On peut établir le tableau suivant

ligne N+ N+
1 0 1
k2 i — 1 g
T e — 1 T

D'ou le nombre total d'opérations en sommant sur i :

n

Nt =S (i-1) = (nfl)

i=1
n

N =320 = Gy

i=1
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Méthodes directes Méthode de Gauss

Systémes triangulaires

La démarche est la méme pour un systeme triangulaire supérieur, i.e.

anty + Gure+- + G, = b
+ G- + amT, = by
AnnTn = b‘n

On le résout en remontant :

Si app 7é 0,x, = bn/ann

puis on reporte la valeur de x, ainsi déterminée dans la deuxieme
équation et on calcule x,_1, etc. A I'étapeiona:

Si aji # 0,x; = (bj — @jit1Xit1 — @jjt2Xit2 =+ — AinXn)/ -

Le nombre d'opérations est le méme.
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Méthodes directes Méthode de Gauss

Décomposition LU : un résultat théorique

Le principe de la méthode est de se ramener a deux systémes

triangulaires.

1. On décompose la matrice A en le produit de deux matrices
A=LU

ou U est triangulaire supérieure, et L est triangulaire inférieure
avec des 1 sur la diagonale. On a alors a résoudre le systeme

LUx=b
2. On résout le systeme triangulaire
Ly=»b

d'inconnue y.
3. On résout le systeme triangulaire

Ux=y
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Méthodes directes Méthode de Gauss

Décomposition LU : un résultat théorique

Reste maintenant a savoir comment faire cette décomposition LU.
Commengons par un résultat théorique

Théoreme 3.1

Soit A une matrice inversible d'ordre n dont les mineurs principaux sont
non nuls. Alors il existe une unique matrice L triangulaire inférieure avec
des 1 sur la diagonale, et une unique matrice U triangulaire supérieure

telles que A = LU. De plus det(A H uji

Rappelons que le mineur principal d'ordre i de A est le déterminant
des i premiéres lignes et premiéres colonnes :

11 alz e (25T
azy azz e a2i

(det A); =

i1 @iz et i
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Méthodes directes Méthode de Gauss

Décomposition LU : un résultat théorique

La démonstration se fait par récurrence sur n.

Etape 1 : le résultat est évidemment vrai pour n=1.

Etape 2 : on suppose le résultat vrai pour n-1. On décompose la
matrice A par blocs sous la forme

A=
()

ot Al"=1) est la matrice (n— 1) x (n—1) des (n-1) premigres lignes
et colonnes de A, c et b sont des vecteurs colonnes donnés par

Qn Any
c=1: s b=
Qn—1n Qnn-1
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Méthodes directes Méthode de Gauss

Décomposition LU : un résultat théorique

La matrice A1) a les mémes mineurs principaux que A, on peut
donc lui appliquer I'hypothese de récurrence :il existe deux matrices
L(=1) triangulaire inférieure avec des 1 sur la diagonale, et U("—1)
triangulaire supérieure telles que Aln=1) — [ (n=1) y(n=1) " Cherchons
alors L et U décomposées par blocs sous la forme

L) g v y
L:(fi 1)’U:(U u,m)

En effectuant le produit par blocs et en identifiant a la décomposition
de A, on obtient le systeme d'équations
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Méthodes directes Méthode de Gauss

Décomposition LU : un résultat théorique

A(n—l) _ L(n—l) U(n—l)

tp — tIU(n—l)
c = LDy
dnn = flu+ Upn

Ceci se résout immédiatement par

t] — tb(U(n—l))—l
u = (L("_l))_lc
Upny = app— tb(A("_l))_lc

La question de I'unicité se regle de la fagon suivante.
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Méthodes directes Méthode de Gauss

Décomposition LU : un résultat théorique

Supposons qu'il existe 2 couples de matrices (L (1), U1)) et (L), Ur))
tels que
A=Luly =LV

Puisque toutes ces matrices sont inversibles, on en déduit que
Uny(U)) ™t = (L)) ML)

Dans le membre de gauche on a une matrice triangulaire supérieure,
dans le membre de droite on a une matrice triangulaire inférieure avec
des 1 sur la diagonale. Pour qu’elles coincident, il faut qu'elles soient
égales a l'identité.
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Méthodes directes Méthode de Gauss

Décomposition LU : méthode de Gauss

Pour construire les matrices L et U, on applique la méthode de Gauss
qui consiste a trigonaliser le systeme pas a pas. Reprenons le systeme
(1.2), et notons L; la ieme ligne du systéme. En supposant le premier
pivot a;; non nul, soustrayons a chaque ligne L; la premiere ligne L
divisée par aj; et multipliée par a;1 : cette opération annule le
coefficient de x; dans les lignes 2 a n.

L anzi+ e+ -+ @t = b
a:
L, - — anTy + agTy + - -+ GpaTn = ba
a, —
L;— 3 T+ @iTo + -+ 0in®n = b
— onl An1T1 + Qa2 + -+ QT = b
i) mnldl n2L2 nnn n

a1l
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Méthodes directes Méthode de Gauss

Décomposition LU : méthode de Gauss

On note mj; = 22 pour 1 </ < n. On obtient alors le nouveau

N ail
syste me
anz, + Q19Ty + -+ A1,y = by
(022 —mzlau)fﬁz + - + (ﬂm - mmam)zn = by—mab
(@ =mapan)rs + -+ + (0n—maaw)z, = bi—mab
(Gng = Mpa12)Ty + 0+ (G~ Ma11n)T0 = by =My
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Méthodes directes Méthode de Gauss

Décomposition LU : méthode de Gauss

ou encore
ay Ay T Q1 Iy by
0 ap—myay - Gy —Myayy, Ta by — my; by
0 ap—mpaz -+ Gn— MO Ti = 331‘ —mrby
[I] Qng — ;nnlﬂﬂ crt Opp — ;”nl@ln In Abn —mub

La matrice du nouveau systeme est

ail 12 A Qln
0 Q22 — M21Q12 -+ Qn — M2101pn
A@ —

0 Qip — Ty - Qip — My Gp

0 anz —MpiG12 - Qup — Mp1Gin
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Méthodes directes Méthode de Gauss

Décomposition LU : méthode de Gauss

et le second membre est
b

by — Mgy by

¥ = :

b; — miyby

by, — Maiby

Le nouveau systeme s'écrit alors
AQ@) x — p(2)

et il est équivalent au systeme de départ.
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Méthodes directes Méthode de Gauss

Décomposition LU : méthode de Gauss

On introduit la matrice
1 0 -+ --- 0
W _ : : : H
M&P=1 _,, 0 1 o

My O -+ 0O 1

Il est facile de voir que A® = MDA et b = MDp : les
manipulations sur les lignes reviennent a multiplier la matrice et
le second membre du systéme par la matrice M(1). La matrice
A@) contient maintenant uniquement des zeros sous la diagonale dans
la premiere colonne. C'est ce processus que nous allons continuer : a
I'étape k nous avons la matrice A(K) qui a la forme suivante
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Méthodes directes Méthode de Gauss

Décomposition LU : méthode de Gauss

On introduit la matrice

ke & K
o 5
0 usy (22
AR = 0 0 afu ., e oo afiY
o
B H B :k :k
o o o a® ... afR
| N R
et le systeme associe s éecrit
a®z + oz + -+ - 4 ¥z, = P
aPxe + - o+ + aflz. = Y
afPzs + aflz, = b5
aflz. + aflw, = b
aBlzy + allw, = P

soit sous forme compacte A(K)x = p(K).




Méthodes directes Méthode de Gauss

Décomposition LU : méthode de Gauss

Il faut maintenant faire les manipulations sur les lignes adaptées.
Supposons que le k-eéme pivot a%i) est non nul, et notons L) |a
i-eme ligne du systeme.

® ¥ ¢ e 4 e 4o 4 dBg, = W
¥ o + o+ o, = b
Lfck) ufﬁc)zk + -+ ag;)zn = b}ck)
O P + o+l = 1)
® f’gf 7o

I 378 B o+ e = B
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Méthodes directes Méthode de Gauss

Décomposition LU : méthode de Gauss

Cette opération annule les coefficients de x, dans les lignes k+1 a n.
Nous avons fait un pas de plus vers la trigonalisation de la matrice A.

(k)
. a.
Notons maintenant mj = <5
Ak
L(lz) a(l';3w1 + k + 4 o+ agg]zn — bg’:
s e+t t e =
W oy + ot e = o)
(k) g (k) (k) (k) (k)
Lk+1“§%’;:*kLk G T o F Gp®a = by
(k) _ ol p(k
Li)_:Ec_%L’(f)
(k)
g Ber b v bl = W

Kk

pour k < i < n et introduisons la matrice




Méthodes directes Méthode de Gauss

Décomposition LU : méthode de Gauss

1 (o] (o]
(o] 1 o
: 0
A — o o 1 1 (o]
H H o TR 1k 1
H (o]
(o] (o] o — ik H 1

Alors les manipulations sur les lignes reviennent a multiplier la matrice
et le second membre du systeme par la matrice M(¥). On obtient
donc le systtme Akt x = pkt1) | qyec AkHD) = Mm(K) A(K) et

blkt+1) — MK p(K) | et I'on a gagné une nouvelle colonne de zéros. A
I'étape n, on obtient une matrice A(" qui est triangulaire supérieure,
et le systeme

A — p(n)
avec AM = MM .. DA et B = p(0) LoD p




Méthodes directes Méthode de Gauss

Décomposition LU : méthode de Gauss

Posons maintenant U = A" et L = (M(" ... M(1))~1, alors A=LU,
U est triangulaire supérieure et il est facile de voir que L est
triangulaire inférieure avec des 1 sur la diagonale. Ses coefficients sont
les mjx. Nous avons ainsi obtenu pratiquement la décomposition LU.
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Methodes directes
Méthode de Crout

Pour calculer explicitement les matrices L et U, on a intérét a procéder
par substitution : c'est la méthode de Crout. Ecrivons le produit LU :

1 [UREEER 0 Uy Uz v v Uin
my 1 0 - 0 0 ua
L=| ma ma 1 0 e 0 usg
Mp1 Mz & Mgt 1 0 0 0 0 0 U

Ecrivons I'égalité des coefficients ligne par ligne

® Ligne 1l
Pour j =1,---,n,ay; = uyj, ce qui permet de calculer

j:]-?"'vnaulj:alj
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Méthodes directes Méthode de Gauss

Méthode de Crout

® Ligne 2
0 Colonne 1 a1 = hyun1, et puisque up; est maintenant connu, on en
déduit
_an
b1 = —
Uit

0 Colonne j, pour j > 2, as; = hiuyj + upj, et donc
J=2, 0,0 = a3 — byuy;

B Ligne i: supposons que nous avons été capable de calculer

w11 U2

Uin
Ia U2z Uzn
Liqn -0 lige o w15 Ui—1n
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Methodes directes
Méthode de Crout

m Ligne i: supposons que nous avons été capable de calculer

U1y U2 ot Uln
[P U2z Tt Uzn

Ligr -0 linio wia51 ot Uian

O Colonne 1 : aj; = l;up1, on en déduit /;
aj1

i = —

Uil

o Colonne jji : ajj = /,~1u1j + /;2u2j + -+ l,'jujj, d'ou

aj — lnuj — - — lj_auj—yj

J=1, 0=
) 1 UJJ

0 Colonne j > i : aj = luyj + lipuoj + - - + luy;, d'ol

J=i,ynuy = ay — gy — = lioquig




Méthodes directes Méthode de Gauss

Méthode de Crout

Remarquons qu'a la ligne i nous utilisons les valeurs de A a la ligne i
et les valeurs de L et U calculées précédemment. D'un point de vue
informatique, on mettra L et U a la place de A ligne par ligne.

Calculons le nombre d'opérations nécessaires a la décomposition LU.
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Méthodes directes Méthode de Gauss

Complexité de I'algorithme

Considérons I'algorithme de Crout. Avec les notations de la section
1.2.1, reprenons notre tableau. La ligne 1 nécessite 0 opérations. A la
ligne i, notons N,.Jr et N le nombre d'opérations élémentaires :

colonne
i<i |5-1| 7

j=i |i—1|i—1

total N N

i—1 i—1 i(i . 1)
Onadonc Ny => (j)+ > (i—1)= (= 1)(n—i+1)
j=1

Jj=1

n 2_

et N* =Y (Nf) =

; 3 '
i=1
—ml
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Méthodes directes Méthode de Gauss

Complexité de I'algorithme

On fait le méme calcul pour N* et on a

n(n®> —1)
3

n(n—1)(2n—1)
6

N* = CNT =
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Méthodes directes Méthode de Gauss

Méthode du pivot partiel

(K)

Il peut se passer dans la pratique que I'un des pivots a,,’ soit nul.
D’autre part, examinons le systeme ci-dessous :

107 +y =
xX+y = 2

et appliquons la méthode de Gauss avec comme pivot 10~*. On
obtient formellement

(1-1/10%)y=2-10""*

Ceci, calculé en virgule flottante avec 3 chiffres significatifs, donne y
=1, puis x = 0, ce qui est notoirement faux.
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Méthodes directes Méthode de Gauss

Méthode du pivot partiel

Echangeons maintenant les deux lignes

x+y = 2
107 +y

et prenons comme pivot 1 . On obtient maintenant
(1-107%)y =1-2.10""
Ceci, calculé en virgule flottante avec 3 chiffres significatifs, donne

y=1, puis x=1.
En fait la raison du probleme est que le pivot 10™# est trop petit .
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Méthodes directes Méthode de Gauss

Méthode du pivot partiel

Explicitons maintenant la méthode. Pour cela reprenons la matrice
Ak)

k) K k)
o Az Qzn
B < 3
Poaly
A® — 0 o 0 & a®
0o o0 0 a®) .. al)

Si A est inversible, si ag(k) =0, il existe forcément un indice i supérieur

a k tel que a,(-,f) . En effet A est inversible si et seulement si AK) ['est,

et le déterminant de A(K) est égal 3 :

(k) (k
LT Gkn)

k k
det A% = a:(u) Tt ai_)uc—l

k k
a® ... o®




Méthodes directes Méthode de Gauss

Méthode du pivot partiel

Donc si A est inversible, au moins un des éléments de la premiere
colonne de cette derniere matrice est non nul.
Soit iy I'indice du nombre le plus grand en module :

(k) _ (k)

|a,-0k| = krgiagnp’-k |

La méthode du pivot partiel consiste a échanger la ligne k et la ligne
ip du systéeme ; En fait cela revient a multiplier a gauche les deux

membres du systeme matriciel par une matrice de permutation : la

matrice correspondant a la transposition 74 de {1,--- , n} définie par
Tk(k) = io
Tk(io) =

(i) = isiitketi#i
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Méthodes directes Méthode de Gauss

Méthode du pivot partiel

La matrice correspondante est définie par ses vecteurs colonnes

Pr (&) = en ()

ou encore par ses éléments (P;,); = 0ir, (J)
On peut définir plus généralement la matrice de permutation associée
a une permutation o de {1,--- , n} par

Pg(e_,') = e(,(j)
ou encore par ses éléments (Py);j = dix(f)

Ces matrices sont inversibles, leur déterminant est égal a la signature
de la permutation, donc £1, et on a les résultats suivants :
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Méthodes directes Méthode de Gauss

Méthode du pivot partiel

Multiplier la matrice A a gauche par la matrice P, revient a effectuer
la permutation o — 1 sur les lignes de A,

Multiplier la matrice A a droite par la matrice P, revient a effectuer
la permutation o sur les colonnes de A.

Soient o et 7 deux permutations, P, P, = Pyor.

Donc a I'étape k, on multiplie la matrice A%) par une matrice de
permutation P, , puis on fait la (k + 1) eme étape de la réduction
de Gauss sur la matrice PTkA(k). On obtient donc ainsi

U=mrNp  ...mMOPp_A
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Méthodes directes Méthode de Gauss

Méthode du pivot partiel

Théoreme 3.2

Soit A une matrice carrée réguliére d'ordre n. Il existe une matrice de
permutation P et deux matrices L et U, L étant triangulaire inférieure
a diagonale unité et U étant triangulaire supérieure, telles que

PA = LU

Preuve

Il suffit de remarquer que pour toute permutation o de 1,--- , n, pour
toute matrice M, la matrice M = P, 1 MP, est obtenue en effectuant
la permutation o sur les lignes et les colonnes de M. Si M est de type
M) avec j > k, alors M a la méme forme que M. On peut alors écrire

U= mr=1... /\7](1),DTH71 - PLA.
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Méthodes directes Méthode de Gauss

Méthode du pivot partiel

Preuve (suite)

Posons ¢ = 7,1 0---0, alors
U=mr1...p0p_ A

et I'on conclut comme précédemment avec L = (M("=1) ... p(1))-1

v

Remarque 3.2

Pour calculer le déterminant d'une matrice, les formules de Cramer sont
a prohiber. On utilise la décomposition LU et D(A) = [] uji

Remarque 3.2

On peut écrire la décomposition LU sous la forme LDV ou V est a
diagonale unité et D une matrice diagonale.

v
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Méthodes directes Méthode de Choleski

Méthode de Choleski

D’apres la remarque 3.2, si A est une matrice symétrique, par I'unicité
de la décomposition, on peut écrire A = LD*®L.

Preuve

On applique la décomposition LU, en vérifiant que si A est symétrique
définie positive, les mineurs principaux sont non nuls.

Une factorisation de Choleski de A est une factorisation sous la forme
A = B'B, ou B est une matrice triangulaire inférieure.

Théoreme 3.4

Soit A une matrice symétrique définie positive. Alors il existe une
unique décomposition de Choleski de A sous la forme A = B'B, ou B
est une matrice triangulaire inférieure a coefficients diagonaux stricte-
ment positifs.
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Méthodes directes Méthode de Choleski

Méthode de Choleski

Preuve

D’apres le théoréme précédent, A s'écrit sous la forme LD*L. Puisque D
est diagonale a éléments strictement positifs, on peut définir la matrice
racine carrée de D comme la matrice dont les éléments diagonaux sont
V/dji. On définit alors B = Lv/D. L'unicité se démontre comme pour
la décomposition LU.
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