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CHAPITRE 1

Régression orthogonale daRs$

1.1 Notion d’espace vectoriel euclidien

1.1.1 Espace vectorieR"”

Soit n un entier strictement positif delRtle corps des nombres réels.
L'ensembleR™ des n-uplegzy,- - - ,z,) de nombres réels est muni de sa structure usuedigpdce
vectoriel réel, définie par les opérations :

(1‘1,--- ,I'n)—i-(.%'/l,--- ,1‘;1)2 (1‘1—}—.%'/1,--- ,.%'n—l-l';l)
Wxy, - xp) = (leg, -+ lxy,), L €R.

Notations
On identifiera un élémemt’ = (z4,--- , z,) deR"™ avec la matrice
T
X=1ux
Tn

an lignes et 1 colonne.

La transposée de cette matrice est la matki¢e= (z1,--- ,z,) a 1 ligne et n colonnes.
Les opérations dari®™ sont alors définies par des opérations sur les matrices :
Addition :
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Régression orthogonale dan®?

x1 x) x1 + 2}
|+ |z | =| i+
Tn, xl Ty + T,
(561,"' ’xn) + (xll’ 7xln) = (wl —|—£C/1,--- y T +x/n)
Multiplication par un scalaire :
T lacl
x| = |
Tn, lxy,
l(iEl, e ,fEn) — (l‘Tl, e ,len)
DansR", les n éléments;,i € {1,--- ,n}, dont toutes les coordonnées sont nulles, satiffaqui
vaut 1, forment une base, appelédése canoniquadeR™.
Tout élémentX = (x4, -- ,x,) deR™ s’écrit de maniére unique sous la forme

i=n
X = E ZTi€;
i=1

1.1.2 Produit scalaire dansR”

Soit F une application d&” x R™ dansR.
On notera aussiX |F|Y) ou (X|Y)r, le nombre réel F(X,Y).

1.1.2.1 Définition

On appelle produit scalaire dafi®?, toute application F d®™ x R™ dansR qui posséde les
propriétés suivantes :
a) Bilinéarité
— Linéarité par rapport a la premiére variablé'(X + X' )Y) = F(X,Y) + F(X',Y) et
F(IX,Y) = IF(X,Y), quels que soient | darR, X, X', Y € R™; cette propriété s’écrit
aussi
(X + X'|FIY) = (X|F|Y) + (X'|F|Y)

— Linéarité par rapport a la deuxieme variablé'(X,Y + V') = F(X,Y) + F(X,Y’) et
F(X,lY) = IF(X,Y), quels que soient | darR, X, X" )Y € R"; cette propriété s'écrit
aussi

(X|FIY +Y') = (X|F|Y) + (X|F]Y)
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1.1. NOTION D’ESPACE VECTORIEL EUCLIDIEN

b) Symétrie

F(X,Y)=F(Y,X), quels que soient X et Y dai®" : (X |F|Y) = (Y |F|X)
c) Positivité

F(X,X) est un nombre réel supérieur ou égal a 0, quel que sdaRER™ :

(X|F|X) =0

d) Non dégénérescence
F(X,X)=0 entraine X9y~ :
(XIFIX)=0=> X =0

Autrement dit, le vecteuv = (0,--- ,0,--- ,0) deR" est 'unique solution de I'équation F(X,X)=0.
On dit aussi qu’un produit scalaire sRf* est uneforme bilinéaire symétrique positive non dégé-
nérée Le mot "forme" fait simplement référence au fait que legued sont des scalaires. Lorsqu'il
est muni d’'un produit scalair®™ est appelé uespace vectoriel euclidien

1.1.2.2 Exemples

a) Produit scalaire canonique
L'application deR™ x R™ dansR définie par :

. i=n
((wlverZ)—’_(ylv7yn))'_><X‘Y>:Xth(x171.]771%) Yi :szyl
. i=1

Yn

est un produit scalaire sl qu’on appelle lgroduit scalaire canoniquedeR".

En effet, les propriétés de bilinéarité, de symétrie, détipté et de non dégénérescence sont prati-
guement évidentes a vérifier.

b) Produit scalaire défini par une matrice diagonale & élémets positifs

Considérons une matrice réelle M a n lignes et n colonnestdaatles éléments en dehors de la dia-
gonale principale sont nuls;; = 0, quels que soient les entiers i etj ddns- - - ,n} aveci < j)(on

dit que M est unamatrice diagonale et dont tous les éléments de la diagonale principale sant de
nombres réels strictement positifgm;; = 0, quels que soient les entiers i et j dgnis- - - ,n}).

Alors I'application :

Y1
(X,Y) = (X|M|Y) = X'MY = (z1-- ,xj, - an)M | yi | = mijzjy = muziy

Yn

est un produit scalaire slit". La matrice M est appelée taatrice des poids(les "poids"™ sont les
éléments de la diagonale).
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Régression orthogonale dan®?

En effet, les propriétés de bilinéarité, de symétrie, détipité et de non dégénérescence sont prati-
guement évidentes a vérifier.
e Le produit scalaire canonique correspond au cas ou la reditiest la matrice unité,, (tous
les éléments de la diagonale sont égaux a 1 et les élemen&hersdie la diagonale sont 0) :
tous les poids sont égaux a 1.
e Autre exemple M = D% = %[n. Tous les poids sont égau>%éet la somme des poids vaut 1.

1.1.2.3 Propriétés

a) Matrice d’'un produit scalaire
Pour tout produit scalaire F d&", on peut écrire :

Y1

n

i=n j=n :
F(X,Y)= F(Z Sﬂiez’,zyj@j) = Z Fles,ej)ziy; = (21, @iy, 20)Mp | y;
i—1 =1 :

t,j=1
Yn

La matrice M = [F(e;,e;)| s'appelle lamatrice du produit scalaire F dans la base canonique.
Cette matrice est une matrice symetrique(e;, e;) = F'(ej, €;).
Les éléments de sa diagonale sont des nombres réels santtepositifs F'(e;, e;) > 0.
Remarquons que ces propriétés ne sont pas suffisantes : trieeragmétrique dont les éléments de la

. . . e oy 1 2
diagonale sont des nombres réels strictement positifedailie( (1, z2), (y1,y2)) — (x1,22) 5 1 y1>

Y2
gu’elle définit n’est pas un produit scalaire car le "prodatlaire” du vecteur propre (1,-1) pour la va-
s N . . L 1 2 1

leur propre négative, par lui méme, est un nombre réel stnient négatif1, —1) 5 1 1) =
-2

. 1 2 . . . . . .
La matrice 5 1 n‘est donc pas la matrice d’'un produit scalaire Bdr bien qu’elle soit symé-

trigue et que les éléments de sa diagonale soient strictepositifs.

En réalité, pour qu’une matrice carrée symétrique réeltelaonatrice d’'un produit scalaire, il faut
et il suffit que toutes ses valauers propres, qui sont tosjdes nombres réels, soient strictement
positives. Mais ce résultat ne sera démontré, dans sa ¢jghégae plus tard, en algébre.

b) Norme d’un vecteur

Si F est un produit scalaire s, le nombre réel positif X || = /¢(X, X) s’appelle laF-norme
de X, ouF-longueur de X. Quand il n'y a pas de confusion a craindre, on parlerplgiment de
norme ou de longueur, qu’on notef& || au lieu dej| X || 7.

On dit gu’un vecteur estormé pour F si sa F-longueur est 1.

Par exemple, dari&? muni du produit scalaire canonique, la longueurde= (1, z2) est|| X ||r =
V2?2 + 23 et le vecteur (1,0) est normé.

¢) Angle de deux vecteurs

Etant donnés deux vecteurs X et Y ®& et un produit scalaire F siR™, pour tout nombre réel |, on
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1.1. NOTION D’ESPACE VECTORIEL EUCLIDIEN

a:

FIX+IY,X+1lY)=|X+IY||[r>0

PEY,Y)+I(F(Y,X)+ F(X,Y))+ F(X,X) >0

PFY,Y)+2AF(X,Y)+F(X,X) >0

Y1302 + 2(X[Y)pl + | X3 > 0

Comme cette relation est vraie pour tout nombre réel |, gjest le déterminant de ce trinbme du
second degré est négatif(X|Y)r)? — | X||%||Y||% <0

(XIY)r| < XY ]F

Cette inégalité, valable pour tous vecteurs X et YRfeconstitue linégalité de Schwarz

Si les deux vecteurs X et Y sont différents de 0O, leur longugest pas nulle, le produit de leurs

(XY )4 . S
longueurs n’est pas nul, le rappeﬂﬁh est compris entre -1 et 1, et il existe donc un angle
lsllY [l

: . . . X|Y)s
compris entre 0 et p radians dont le cosinus est égal au Ita s
_ . . el e
Par définition, cet angle unique a compris entre 0 et p, vétifia

XY X|o|Y
ea_ XIV)e _ (XIgIY)
XY Ts ~ TXT60Y s

est appelé Angle des deux vecteurs non nulX et Y.

d) Orthogonalité

Etant donnés deux vecteurs X et Y B& et un produit scalaire F siR™, on dit que X et Y sonE-
orthogonaux (ou simplement "orthogonaux" s'il n'y a pas de confusion @raire) si, et seulement
si, leur produit scalaire est nul :

F(X,Y)=(X|Y)p=0

Exemples :

— 0 est F-orthogonal a tout vecteurHe.
— L'angle de deux vecteurs non nuls F—orthogonauxfest
— La base canonique d&* muni du produit scalaire canonique est formée de vecteuraéwm
orthogonaux deux a deux : on parle alordodse orthonormée
e) Projeté orthogonal
Soient X et Y deux vecteurs non nuls B& et F un produit scalaire siR™.
Il existe un unique vecteur Z de™, proportionnel a Y tel que X-Z soit orthogonal a Y.
Preuve
Pour tout vecteur Z, on peut écrire :

(X = ZIY)p = (X|Y)r — (Z]Y)rF
Sil'on prend un Z proportionnel a 'Y, on a Z=aY, donc :
(X = Z|Y)p = (X|Y)p —a{Y|[Y)p = (X|Y)r —a|| Y[

Pour que X-Z soit orthogonal & Y, saiX — Z|Y)r = 0, il faut et il suffit que I'on prenne: =
(XY)o
2
V15
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Régression orthogonale dan®?

f) Projeté orthogonal

Le projeté orthogonak, de X sur Y est le vecteur Z d@” proportionnel & Y, qui minimiséX — Z||%..
Preuve

Soit Z un vecteur proportionnel & Y

_ XY -y
SoitZy = (X >¢’Y le projeté orthogonal de X sur Y.
Y113

IX = Z|7 = |1X = Zo + Zo - 2|3

Comme Z est proportionnel a Y et qug est proportionnel a'Y, la différenc&, — Z est proportion-
nelle aY. OrX — Z, est orthogonal a Y, don& — 7, est orthogonal &, — Z qui est proportionnel
aY.llenrésulte quelona:

IX = ZIE = 1X = Zo+ Zo = Z|7 = | X = ZollE + 120 — ZIIE 2 1X — Zol[3

Et cette inégalité montre qyeX — Z||% atteint son minimum lorsqug = 7.

1.1.3 Approche euclidienne de ma regression

Considérons une variable statistique quantitative bidsieanelle (X,Y) & valeurs dai®?, défi-
nie dans une populatidn de taille n. Elle est définie par 'ensembme des coufléS(w), Y (w)) }weq-
R? est 'espace des variables
La variable statistique est représentée par un nuage despizinsR? et chaque point du nuage sta-
tistique représente un individu dans la populatibn

1.1.3.1 Espace des variables
Les n valeurs X(w) de X pour les n individus de la populationvant étre considérées comme
x1

les coordonnées d’un vecteur BE. Ce vecteur est noté encale= | z;

Tn
Les n valeurs Y(w) de Y pour les n individus de la populationy@nt étre considérées comme les

Y1
coordonnées d’'un vecteur @& . Ce vecteur est noté encare= | y;

Yn
L'espaceE = R™ apparait alors commedspace des variables

Chaque élément de E peut étre considéré comme les valeums diable statistiqgue quantitative
réelle définie suf).
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1.1. NOTION D’ESPACE VECTORIEL EUCLIDIEN

1.1.3.2 Produit scalaire

Dans cet espace des variables, la matfice = %In, ou I,, est la matrice unité a n lignes et n
colonnes, définit uproduit scalaire :

<X|Y>D ‘X|D1 |Y Z —TiYi = szyz = X|Y>

1
en notant X' |Y") le produit scalaire canonique @&'. On notel,, = | 1 | le vecteur dont toutes les
1
coordonnées sont égales a 1. On 'appeltedeteur unité deRR".
1=n
o . 1
On remarquera que ce vecteur unité est normé, sa longuelir g, = 1 Z Ixl=—=—xn=1.
n n
i=1
1.1.3.3 Moyenne d’une variable statistique
la moyenneX de la variable statistique X est donné par :
1 1 i=n i=n
X:EZX(W):EZ1 szxl_(X|D1|1 ) = (X[1n) D1
w 1= =

La moyenne de X est le produit scalaire de X par le vecteuéupit
Notons X la variable centrée correspondant a X : pour chaque individe la population, sa valeur
estX(w) — X :

.%'1—X I 1
Xo=|z-X|=|=u|-X]|1]|=X-X1,
Ty — X T 1

X =Xo+ X1, = X0+ (X[1,)D11,

1.1.3.4 Variance d’'une variable statistique

s2(X) Z = (Xo|D1|Xo) = || Xo*
52( ) = [ Xol?
La variance de X est le carré de la norme de la variable centrée
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Régression orthogonale dan®?

1.1.3.5 Covariance

La covariance de deux variables quantitatives réelles X défihies sur) est la moyenne du
produit des variables centrées :

COUXY—lzxZ )y — ¥) = (Xo| D1 [Yo) = (Xo[¥o) D

1
n

Cov(X,Y) = (Xo| D1 [Yo){Xo[Yo) D

La covariance est le produit scalare des variables centrées

1.1.3.6 Coefficient de corrélation linéaire

Cov(X,Y) (XO,D%‘Y@
s(X)s(Y) |1 XollellYolle
rxy = cos(Xo, Yo)

rxy = = cos(Xo, Yp)

Le coefficient de corrélation linéaire est le cosinus deglardes variables centrées.

1.1.3.7 Prédicteur linéaire

Soient Y la variable & expliquer, X la variable explicativé) et Y} les variables centrées.
Le prédicteur linéaireDy| x esty” = a + bz ouy* —Y = b(z — X), soitys = bxy.
Il est représenté par ldroite de régressionde Y en X dans I'espace des individus.
Cov(X,Y)  Cou(x,v) (XolYoin,

Le coefficient b s’obtient par =

2(X) sA(Xo)  1Xollp,
_ (Xo[Yo)p, _
D’'aprés ce qui précede (1.1.2.3.é)X, = WXO est le projeté orthogonal dg, sur Xy,
0llp

Yy — bX, est orthogonal &, et b est la valeur qui minimise I'expression

1 i=n
§2 = =3 (YombXoi)? = [IYo—bXoll}, = 8*(Y—bX) = s*(Y —a—bX) = s2(Y =Y*) = s*(Yp—¥{)
mn

1
i=1

n

Le prédicteur linéaire de la variable centiégest le projeté orthogonal dg sur X, dansR”. C’est
la variableY qui minimise la variance dg, — Y{".
Nous avons alors :

s* (V) = [Yolh, = Yo — bXo +bXoll, = [[Yo = bXolD, + [IbXollD

Cov(X,Y Cov(X,
) = S + 8 Xolly, = Shin + (3P0 = S+ (S 2 )20)

‘92( ) S?mn +T§(Y‘92(X)'
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1.1. NOTION D’ESPACE VECTORIEL EUCLIDIEN

Nous retrouvons la variance résiduefig, . et la variance expliquée par la régressign.s*(X).
De facon symétrique, si X est la variable explicative et Y daiable a expliquer, nous aurons une

expression :
sH(X) = Spin + %y 57 (X).

avec la variance résiduell#f?, = et la variance expliquée par la régressign, s(X).
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CHAPITRE 2

Analyse en Composantes Principales (ACP)

L'étude d’'une population statistique de taille n passe U glouvent par le recueil d’'un nombre
élevé p de données quantitatives par élément observé lysande ces données doit tenir compte de
leur caractére multidimensionnel et révéler les liaisodstantes entre les comoposantes.

L'analyse en composantes principales (ACP), introduité%1 par K. Pearson et développée par H.
Hotelling en 1933, est une méthode trés puissante pourmexpgéostructure de telles données. Chaque
donnée étant représentée dans un espase a p dimensiossimtda des donées forment un «nuage
de n points» danRP. Le principe de I'ACP est d’'obtenir un représentation appé® du nuage dans
un sous-espace de dimension faible k par projections suaxdesbien choisis. Une métrique dans
RP étant choisie (een général normalisée par I'utilisatiorvaigables centrées réduites), les k axes
principaux sont ceux qui maximisent I'«inertie» du nuagejgté, c’est-a-dire la moyenne pondérée
des carrés des distances des points projetés a leur cemravité. Les composantes principales sont
les n vecteurs ayant pour coordonnées celles des projedtitimogonales des n éléments du nuage
sur les k axes principaux.

L’ACP construit ainsi de nouvelles variables, artificis|let des représenatations graphiques permet-
tant de visualiser les relations entre variables, ainsilgiestence éventuelle de groupes d’'éléments
et de groupes de variables.

2.1 Regression orthogonales. Axe principal

Soit R? I'espace des individus, muni du produit scalaire canoniguele la base canonique
{e1,e2} qui, on I'a vu, est orthonormée pour ce produit scalaire.
Si aucune des variables statistiques, X ou Y ne peut s'irdgppar rapport a l'autre, il n'y a pas
de raison de privilégier la régression linéaire de Y par oafp X ou la régression linéaire de X par
rapporta .
Nous sommes alors conduits a un autre point de vue, celuirdellection des données
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Analyse en Composantes Principales (ACP)

2.1.1 Introduction

Nous cherchons alors dai$ une droite (D) qui minimise la somnt des carrés des distances
des points du nuage de points a la droite.
La solution est donnée par tioite de régression orthogonale

2.1.1.1 Calcul du terme constant a

L'équation de la droite de régression orthogonale est dertad :y = a + bx.

>
-3

/

b est la tangente de I'angle de la droite avec I'axe des a®scis = tan a.

- 1

[ Mymy]|* = cos® ay; — a — bxizj e (yi — a — ba;)?

En introduisant le point moyenX(, Y’), on peut écrire :

1 ¢ 2 1 IR = = = 12
E;QWWWN 1+b2X;;;@r—Y—b@r—X)+O/—a—bX»

n

_ _ 1 _
S (i =¥ = blai = X)) + 75 (¥ —a — bX)?
i=1

S

1 X
1+02
n

«(V—a— bY)% S (i — 7 — blai — X))
=1

2—
* 14 b2

I S - .
Les relations” = — ) "y; etX = — " z; entrainent que le dernier terme de la somme est nul.
n n

=1 =1
Il reste :
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2.1. REGRESSION ORTHOGONALES. AXE PRINCIPAL

n

[ 1 1 — — 1
ﬁZ”MimiH =11 XEZ(yi_Y_b(fﬂi_X)) I

Qljéllque soit la valeur de b, éétte somme sera la plus petiilpe lorsque le deuxieme terme est
nul:Y =a+bX.

Ce résultat signifie que lgoint moyen est sur la droite de régression orthogonalet que, lorsque

b est connu, le terme constant a est donné par :

(Y —a—bX)?

a=Y —bX

Puisque le point moye6 = (X,Y) est sur la droite de régression orthogonale, nous le praadro
commeorigine dansR?.
La droite de régression orthogonale a une équation de lasform

Yo = bxg

avecyp =y —Y etzg =2 — X

2.1.1.2 Analyse en composantes principales (ACP)

En fait, la forme de la relation précédente fait dispardérgymétrie initiale entre les réles de X
et Y : ce n'est pas sous cette forme que nous exprimeronsaltiéqude la droite (D) de régression
orthogonale.

Etant donnée une droite (D) passant par l'origine G, on cémsiplutdt le vecteur unitaire dg?
orthogonal a la droite (D) :

up = <g> avec o’ + %2 =1

Le vecteur unitaire u porté par la droite (D) est :

-

La droite (D) est I'ensemble des poimt$ = (x, y) veérifiant (u1|G—_)M> =0,

soitaxy + Byo = 0.

Etant donné un point/; du nuage de point et sa projection orthogonalesur la droite (D), le vec-
teur(ﬁ est le projeté orthogonal dé—M; sur le vecteur u :

_ —_—
Gm; = (GM;|u)u = (Bzio — ayio)

M — O — [T g B\ [ =pNzio+afyio) [ Prio+aByio)
il = GMi=Gimi = (Zﬁo) (Bzio=agio) (—a) N (aﬂwio + (1 — a2)yio> - (aﬂwio + 52%‘0) B
(axio + Byio) (g)
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Analyse en Composantes Principales (ACP)

N o
[mi Mi||* = (axio + Byio)*(a 5) (5
1 n I 1 n
n > Imid|? = - > (aio + Byin)* = (aXo + BYo|DilaXo + BYo) = aXo + AYol[D,

i=1 =1
La recherche de la droite de régression orthogonale se eagh@m a une question que 'on peut
envoisager d’'un double point de vue :

) = (azio + Byio)?(a? + 32) = (axio + Byio)?

- soit rechercher, dans I'espace des indivifkisun vecteur unitaire, = (g)

avec a? 4+ 32 = 1 qui minimise la somme :
s2= 1 Z I b2 = £ fjmm + Byi)?,

n =1 n =1
- soit rechercher, dans I'espace des variaB®®sun vecteur X + 3Y;, combinaison linéaire fictive
des deux variables centré&s etYy, aveca® + 3% = 1, qui minimise||aXo + 5Y; |7, , , C'est-a-dire
un vecteur de I'hyperplan défini paf, etY;, de norme minimum pour le produit scalaire défini par
la matrice diagonal@® 1 , sous la contrainte? + 32 = 1.
Sous la deuxiéme forme, la résolution du probléme est appeldalyse en composantes princi-
pales

2.2 Définitions

T10 Y10
Appelons Z la matricq : : | des variables centrées

Tno  Yno

2.2.1 Inertie totale

On appelle inertie totale du nuage de pointRdepar rapport a l'origine G des axes, la quantité :

n

1 = 1
It = - Z IGM;||* = ” Z(m?o +yin) = 8°(X) + s*(Y).
i—1 i—1

2.2.2 Inertie statistique

On appelle inertie statistique du nuage de pointR#ipar rapport a une directioh deR? définie
par un vecteur unitaire u, la quantité :

1l e ——
Is(w) =+ 3 |Gl
i=1

AY —> . , %
ou Gm; est le projeté orthogonal deM; sur u.

Le rapportISI (w)

est letaux d'inertie totale expliquée par la direction u.

T
Par exemple, l'inertie statistique du nuage de points papad a I'axe des x est la variance de X et
I'inertie statistigue du nuage de points par rapport a I'dgs y est la variance de Y.
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2.2.3 Inertie mécanique

On appelle inertie mécanique du nuage de point®dpar rapport a une directioPelta définie
par un vecteur unitaire u, la quantité :

e, ——
Ing(u) =~ > 1Mimi|?
i=1

= . , v
ol Gm; est le projeté orthogonal déM; sur u.
Par exemple, l'inertie mécanique du nuage de points paorapgd’axe des x est la variance de Y et
l'inertie mécanique du nuage de points par rapport a I'axeydest la variance de X.
AOre P IVAIE N2 AT 12 o
Le théoréme de Pythagof&/M; ||* = ||Gm;||* + || M;m;||* entraine :

Ing(u) = Iy — Is(u)

2.2.4 Axes principaux, ou factoriels

On appellepremer axe factoriel du nuage de points d&?, I'axe dont la direction définie par un
vecteur unitaire u maximise l'inertie statistiquig(u).
La direction définie par le vecteur u est appeléditaction principale oudirection factorielle.
On remarquera que, comme le premier axe factoriel maxifyée), il minimise /() : il donne
donc la solution de notre probléme, c'est-a-dire la drogteafression orthogonale.

2.2.5 Matrice des variances-covariances

g

—Q

L - I e~ =
Pour u ) , Vinertie statistiquels(u) = — Zl |Gmi?
1=

L. — — I6]
s’écrit, aveaGm; = (GM;|u)u = (Bxio — ayio) , sous la forme :
—

1< 1 < 1< 1<
Is(u) = E Z(ﬁxlo — ayiO)Q = 52 X E Zx?o + a2 X E Zy?o — 20éﬁ X E inoyio
i=1 i=1 i=1

i=1

Et comme on sait que :

1 « 1« 1 «
- 25'3120 = s*(X), - Zyizo = s*(Y), - Zﬁﬂioyio =Cov(X,Y),
=1 =1 =1

I'inertie statistique devient :

s ov
Is(u) = (%5%(X)+a?s2(Y)—2a6Cov(X,Y) = (8 —a) (Cov((;(()Y) C 52(()1(/,)1/)) ( i) _

ut Au
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Analyse en Composantes Principales (ACP)

10 Y10
) s2(X) Cov(X,Y) 1 ({z10 - xno ] ] ,
La matrice A 9 =— : : | s’appelle lama-
Cov(X,Y) s2(Y) n\yio - Yno
Tno  Yno
trice des variances covariances
10 Y10
En introduisant la matrice ZF : : | des variables centrées, la matrice des variances cova-
Tno  Yno
riances s’'écrit sous les formes :
T10 Y10
2(X XY 1 1
Ao s%(X) 007)2( YY) 1 (20 Tno : | =2ztz-7D. 7
COU(X,Y) S (Y) n \y10 - Yno ’ ’ n n
Tno  Yno

et l'inertie totale est la trace de cette matrice, somme h#sents diagonaux?(X) ets?(Y) :

IT = TT'(A)

1'° remarque : valeurs propres

La matrice des variances-covariances A est, comme on lesywoitétrique réelle.

Une valeur propre de A est un nombre réeél gu'il existe un vecteur v non nul vérifiadty = Av.
Les valeurs propres de A sont donc les nombres pétdts que le noyau de 'endomorphisme (appli-
cation linéaire d&R? dansR?) défini par la matriced — \I, ne soit pas réduit a 0.

Dire que le noyau n'est pas réduit a 0, c'est-a-dire que liagfon lin'éaire n’'est pas injective, donc
qu’elle n’est pas bijective (puisque daRs$, injective=bijective) : pour cela, il faut et il suffit querso
déterminant soit nul.

Les valeurs propres sont donc les solutions de I'équation :

Det(A — M) = X2 — (s2(X) + s2(Y)A + 2(X)s(Y) — (Cov(X,Y))2 =0
Le discriminant de cette équation du second degré est :
(s%(X) + s%(Y))? — 4(s*(X)s*(Y) — (Cov(X,Y))?) = (s*(X) — s2(Y))? + 4(Cov(X,Y))? > 0

La matrice A posséde donc, ainsi qu'on l'avait déja dit pauté matrice symétrique réelle, deux
valeurs propres réelles et :
- la somme de ces valeurs propres edrdae de la matrice, somme des éléments diagonaux de la
premiére diagonale :

M4 =s3(X)+5%5Y) >0

-le produit de ces valeurs propres estiéderminant de la matrice :
Mg = s2(X)s2(Y) — (Cov(X,Y))> >0 (daprés linégalité de Schwarz)

Les deux valeurs propres de la matrice des variances-eoeas sont donc des nombres réels posi-
tifs : il est treés improbable que I'une soit nulle (il faudraiour cela, que le coefficient de corrélation
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linéaire soit rigoureusement égal a 1, en valeur absolugucee saurait se produire que si X et Y
sont déduits I'un de I'autre par une relation linéaire, oX sit Y sont constantes. Il est trés improba-
bable aussi aussi que les deux valeurs propres soient églalasdrait pour cela que la covariance
de X et Y soit strictement égale a 0 et que les variances de Xseiént strictement égales, ce qui ne
se produit jamais en pratique.)

Dans le cas général, on peut donc appeleret )\, les les valeurs propres de la matrice des
variances-covariancesrangés par ordre décroissant.

)\1>)\2>0
M = 5 (200 + 820 + VX — 0+ A(CoulX, T))P)
A2=%(ﬁcm+ﬂ%yy—J@%X»—ﬁowv+4KbWXﬂﬁﬁ)

2™€ remarque : vecteurs propres
On démontre aussi, en algébre, dRieposséde unbase propre orthonormée c’est-a-dire une base
{uy,us}, orthonormée pour le produit scalaire canonique, formégedeeurs propres de la matrice
A

Auqp = Muy et Auy = )\QUQ,

avec
lul® =1, Jua|® = 1, (u1]uz) = 0

Ces vecteurs propres peuvent se calculer.
Soit A une valeur propre. On a:
s2(X) =X Cov(X,Y) SY)=X ) (82(X) = N)(s32(Y) = \) — (Cov(X,Y))?
Cov(X,Y) s2(Y)—A —Cov(X,Y)) \(s2(Y) = NCov(X,Y) — (s*2(Y) — \)Cov(X,Y)
(Det(A . Mz)) = <0> =o0doncle vecteu( () = A ) est unvecteur propre pour la va-
0 0 —Cov(X,Y)
leur propre .
le carré de la norme de ce vecteur pour le produit scalairgéoesté par :

s2(Y)— A

(5°(Y) = A = Cov(X,Y)) (-COU(X, Y)

) — (2(Y) = M2 + (Cov(X.Y))?

On peut donc prendre pour vecteur propre relatif a la valeaprp \, le vecteur :

. 1 s2(Y)— A
V() = N2+ (Cou(X,Y)? \~Cou(X.Y)

Le produit scalaire des deux vecteurs propres ainsi obtehout, parce que la relatiol; + Ay =
s2(X) + s%(Y) entraine :

52 — 5° -
(200) = n ~Cou(x,V)) (_C(Z))(X,A;J = (- 52(%) —Cou(X,Y)) (_C(z;)( X%) =
D@t(A - )\2[2) =0
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—Cov(X,Y) —Cov(X,Y)
minant de leurs coordonnées n'est pas nul :

2 _ 2 _
Les deux vecteur§ (Y) =M ) et ( sV) = A ) forment une base dR? parce que le déter-

—Cov(X,Y) x (s*(Y) = A1) + Cov(X,Y) x (s*(Y) — \3) = Cov(X,Y) x (A; — Xa) # 0

de sorte que les deux vecteurs ne sont pas proportionnels.
Les deux vecteurs :

e — 1 SQ(Y) — )\1
LT /2(Y) - M2+ (Cou(X, Y))2 \ —Cou(X,Y)

Uy = 1 SZ(Y) D)
2T /(20) = )2 + (Cou(X, V)2 \—Cou(X,Y)
forment donc unéase orthonorméede R2.

. 2(Y) —
Remarquons que, au lieu de prendre pour vecteur propreguaaldur propre, le vecteur s(¥) =X :
—Cov(X,Y)

. : —Cov(X,Y)
on aurait pu prendre aussi le vectgur .,
s7(X)— A

matrice de ces vecteurs est le déterminant de la matrice\ ).

qui lui est proportionnel (le déterminant de la

2.3 Diagonalisation de la matrice des variances-covariaes

Sz(Y) — )\1 SQ(Y) — )\2
V() = A0)? + (Cov(X,Y))? /(s2(Y) — A)? + (Cov(X,Y))?

Soit V=
—Cov(X,Y) —Cov(X,Y)
VEW) - AP+ CooX, V)P /() =) + (CoulX. V)P

la matrice des coordonnées des vecteurs prapr&su,.

V€1 = Ui, V€2 = Uug.

V donne, par produits, pour image d’'une base orthonormée pase orthonormée : c’est ce qu’on
appelle une matrice.< orthogonale >>, ce qui veut dire que son inverse est égale a sa transposée :

V—l — Vt

Pour le vérifier, remarquons que ouisque les bdseses} et {u;,us} sont orthonormées, les coor-
données des vecteurs s’obtiennent par produits scalaires :

uy = (uiler)er + (uilez)es
up = (usler)er + (uzlea)es
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2.3. DIAGONALISATION DE LA MATRICE DES
VARIANCES-COVARIANCES

de sorte que la matrice V, qui a, pour colonnes les vecteuetu, dans la basée;, es}, est :
v = [(aler) (uzler)
(uilez) (uzlez)

e1 = (er|ur)us + (e1|ug)us

et les relations inverses

ex = (e2|ur)ur + (eafuz)us

montrent que la matrice inverse de V est la matrice :

v-1 _ ((letlur) {eafur)
(e1luz) (e2]uz)
qui, compte tenu de la symétrie du produit scalaire, estlmsposée de V.

— <<u11e1> <ulre2>> o

(ugler) (uzles)
Il résulte alors des relatioride; = u; etVes = ug, que 'ona:
Vtul = V71U1 =e1; VtUQ = V71UQ = e9

A

0 X
A est la matrice, dans la base canonidug, e2 }, d’'un endomorphisme f.

Cet endomorphisme f se réduit & deux homothéties, de rappaetion le vecteut:,, et de rapport
Ao selon le vecteuts.

A est donc la matrice, dans la base profie, u, }, de 'endomorphisme f.

La matrice de I'application identique @& muni de la baséu;, u;} dansR? muni de la basée; , e2}

Considérons maintenant la matrite= , matrice diagonale des valeurs propres de A.

. . 1
donne, par produits, pour image du vecteur= 0 le vecteur

= 1 SQ(Y) -\
1= V(S2) = A2+ (Cov(X,Y))2 \ —Cov(X,Y)

. 0
et pour image du vecteur, = ) le vecteur

Uo = 1 SQ(Y) - )\2
2T V/(20) = )2 + (Cou(X,Y))2 \—Cov(X,Y)
C’est donc la matrice V des vecteurs propres.
V = [Idg2, {u1,us}, {e1,e2}]
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Réciproquement, la matrice de I'application identique Rfe muni de la basge, e} dansRR?

. . . 1
muni de la basduy,us} donne, par produits, pour image du vecteur= 0 le vecteure; =

SQ(Y) -\
\/(SQ(Y) — )2+ (Cou(X,Y))2 _ (o
s2(Y) — Ao et pour image du vecteus, = | |

V(s2(Y) = X2)? + (Cov(X,Y))?

—Cov(X,Y)

le vecteure; — | V& Y) —_élo)j(}(giv(X,Y)V

V(2(Y) = A2)? + (Cov(X,Y))?
C’est donc la matric&’* transposée et inverse de la matrice V des vecteurs propres.

Vi= [IdR27 {61, 62}, {Uh UQ}]

Le diagramme commutatif suivant :

2 2
R, {el’ez} f R ’{el’ eﬁ
A
t
d | V d | V
f 2
Rz,{ul’uﬁ A R ’{ul’ l?

met en évidence la relatigh= Id o f o Id.
En termes de produit de matrices, cette relation s'écrit :

A=VAYV
d’ou I'on déduit aussitot

V =VIAV.
On dit gu’on adiagonalisé le matriceA.

2.4 Recherche des axes principaux

Pour un vecteur normé u, posoms= Vu. On avt = u!V?,

o) = vlv = W' VIVu = vlu = |Jul|? =1
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Le vecteur v est normé lui aussi. L'inertie statistique @goport a u s’écrit :
Is(u) = v'Au = W' VIAVU = v'Av

DansR? rapporté a la basfu;,us}, notonsy = (vl>

V2

A
Is(u) = v'Av = <vl vg) 1 0 ) = AMv? + Aovs, avec v? +vs = 1
0 )\2 ()

Le probléme de la recherche de la droite de régression aniadg se raméne maintenant a la résolu-
tion du probléme suivant :

maximiser \1vZ + \2v2, sous la contrainte v2 + v2 = 1, avec \; > A2 > 0

C’est maintenant un probléme facile a résoudre :

Is(u) = A\v? + Avd = M (1 —v3) + Agv3 = A — (A1 — A2)v3
La quantité\; — (\; — A2)v3, avec); > A, atteint sa valeur maximumy; lorsqu’on prendvy =
0, donc|v;| = 1.
La direction du premier axe factoriel est donc définie pardeteur v de coordonnee<so> dans la
base{ui,us} : v =1uy.
Is(u1) = M\t
D’ou le résultat, qu’'on peut énoncer sous formeltioréme

Théoréme 2.1 La direction du premier axe factoriel est définie par le vactpropre associé a la
plus grande valeur propre de la matrice des variances-cavees.

Le premier axe factoriel est la droite de régression orthatgp

Comme corollaire, la direction perpendiculaire au prerakar factoriel définit leleuxieme axe fac-
toriel : elle est définie par le vecteur propre associé a la plusepedieur propre de la matrice des
variances-covariances.

Le deuxiéme axe factoriel minimise I'inertie statistiqlg v :

Is(u) = Ay lorsquelvg| = 1, doncv; = 0 etv = (1) = uy par exemple (on pourrait prendre
aussi, bien sy = —us9, la direction serait la méme).

Is(uz) = Ao
Le taux d'inertie totale expliquée par le premier axe faetast le rapport

Is(ui) A1 A1

Iy 2X)+520Y) A+
Le taux d'inertie totale expliquée par le deuxiéme axe féet@st le rapport

Is(ug) A2 A2

Iy 2X)+520Y) A+
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La relation\; + \o = s?(X) + s2(Y) (la somme des valeurs propres est la trace de la matrice des
variances-covariances) s’écrit :

Is(ur) + Is(u2) = It

La somme des inerties statistiques par rapport aux deuxastesiels est I'inertie totale du nuage de
points.

Chaque valeur propre de la matrice des vairances-covasacarrespond a l'inertie expliquée par
I'axe factoriel correspondant.

2.5 Coordonnées factorielles et composantes principales

DansR? rapporté a la base propre orthonorniée, u» } les coordonnées des vecteGts/; s'ap-
pellent lescoordonnées factorielles
Comme la baséu,us} est orthonormée, les coordonnées factorielles s’obtignper produit sca-
laire :
—_— —_— —_—

Or la base canoniqufey, e2} est, elle méme, orthonormée et I'on a, par conséquent :
—_— —_— —_—
GM; = (GM;ler)er + (GM;lez)ea = zipe1 + yioe2
d'ou :
—
(GM;|uy) = zio(er|ur) + yiolez|u1)
—_—
(GM;|uz) = xio(er|uz) + yio(ez|uz)

Les coordonnées factorielles s’obtiennent donc par ladémmatricielle :

(@Mifun)\ _ ({erhwr) (eshun)) (@) _ e ((GDLJer)
(G M;|uz) (erfug) (ealuz) ) \wio (GM;]es)

—_— —_—
(GMilur)\ _ oy ((GMiler)\ _ o [0
— =V — =V
(GM;|ug) (GM;|e2) Yio
La matriceV! est ce qu’'on appelle lmatrice du changement de base
Elle donne les nouvelles coordonnées (sur la Haseus}) en fonction des anciennes (sur la base
{e1,e2}).
Nous avons vu plus haut que cette matrice est la matrice plglication identique, d®&2 muni de la

base{u;, us} dansR? muni de la basée, es}.
Les relations

<<G—]wl>|u1> (G—M>|u2>) = (2%;2;;) = (Vt (U;ZS)) = <5Uz'0 yl'(]) V, pouri € {1,--- ,’I’L}
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2.5. COORDONNEES FACTORIELLES ET COMPOSANTES
PRINCIPALES

peuvent se condenser en une seule formule matricielle :
L=2ZV
formule dans laquelle :
<GM1|U1> <GM1|U2>
L= : :
—_— —_—
est la matrice, a n ligne et 2 colonnes, dont les lignes sentdedonnées factorielles du nuage de
points danR? muni de la baséduy, us},
10 Y10
Z = :
ZTno Yno
est la matrice, a n lignes et 2 colonnes, dont les colonnddesowariables centrées
X-XetY -V,
SQ(Y) — )\1 SQ(Y) — )\2
V(2(Y) = M)+ (Cou(X,Y))? /(s2(Y) = A2)? + (Cov(X,Y))?

V=

—Cov(X,Y) —Cov(X,Y)

V() = )2+ (Cou(X,Y))2 /(s2(Y) = X2)? + (Cou(X,Y))?

est la matrice des coordonnées des vecteurs propres ominésia.; , us } de la matrice des variances-
covariances, dans la base canonieg ez }.
Les deux colonnes de la matrice L sont des éléments de l'esfgscvariableR™ : on les appelle les
composantes principalesle la variable statistique (X,Y).
La premiére colonne de la matrice V est le vecteur prapre
La premiére colonne de la matrice L=ZV est donc le vecteupigrd, = Zu;.
De méme, la deuxiéme colonne de la matrice L est le vedieut Zus.
Les deux composantes principaleset L, de la variable statistique (X,Y) s'obtiennent ainsi par les
formules :

T10 Y10 T10 Y10
[ | = 1 . . s2(Y) =\
' L T ) - A £ (Cou(X,Y))? _Cou(X,Y)
Tno  Yno Tno  Yno
T10 Y10 T10 Y10
[ o = 1 . . s2(Y) — X
Tl T EY) - et (CoX, V) —Cou(X,Y)
Tno  Yno Tno  Yno
avec les valeurs propres et \, de la matrice
10 Y10 )
A — l 19 - Y10 . : _ thZ:ZtDlZ: S (X) CO’U;X,Y)
n\Tno - Yno . ) n n COU(X, Y) S (Y)

Tno  Yno
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des variances-covariances :

M = 5 (200 + V) +/(2(X) — 200 + 4(Cou(X, V) )
Yo = o ($2(X) + (V) — /(X)) + A(Cou(X, VI

2.6 Propriétés des composantes principales

2.6.1 Les composantes principales sont centrées.

— 1 1 1
Li = (LiD1]1n) = ~(Zui|1,) = E(Zul)tln = Eutthln

1 n
: Z 40 0
Ztln _ (1‘10 . y10> 1| = iil _ <0>
Tno *°°  Yno
" A R D
1 =1
puisque les variableX etY; sont centrées.
Il reste donc :
— 1 0
Ly = —u! =0
De méme

_ 1 1 1 1, (o
Ly = (La|Dy |1n) = E<Zu2]1n> = E(ZUQ)tln = Eugzﬁn = Eug (o) =0

2.6.2 Lavariance d’une composante principale est la valeysropre correspondante

Comme les composantes sont centrées, leur variance estédedealeur norme pour le produit
scalaire défini paD. :
n

1 1
s*(Ly) = [ILalH, = (La|D1|Ly) = ELﬁLl = Euﬁztzul
1
-7'7=A
n

s* (L) = uy Aug = uihug = Mflur|* = A

De méme

1 1
82(L2) = ||L2H2Dl = <L2|D%|L2> = ELéLz = EuéZtZUQ = UEAUQ = Ué)\QU/Q = )\2||U2H2 = )\2
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2.6.3 Les composantes principales sont non corrélées

1, 1oy 1, Ao
Cov(Ly,Ly) = (L1|D1|Ly) = —LiLy = —uiZ"' Zug = —ujAug = —(uj|ug) =0
n n n n n

puisque les vecteurs, etus sont orthogonaux pour le produit scalaire canonigue.

2.6.4 Reconstruction des données
Les points du nuage centré sont définis par les vecteurs :
—_— — —
GMZ = Tj0€1 + Yio€a = <GMZ|U1>U1 + <GMZ|UQ>U2
Les projetés orthogonaux de ces vecteurs sur I'axe prindéfmi paru, sont les vecteurs :
Gmi = <GMZ'|U1>U1(<U1|61>61 —+ <ul|€2>62)

Les vecteur@—m; - 0G + (m forment ce gu’on appelledpproximation de rang 1 du nuage de
points dansR?.

Les pointsm; sont les projections orthogonales des poivissur la droite de régression orthogonale.
L'équation de la droite de régression orthogonale, surdlgise situe I'approximation de rang 1 du
nuage de points, peut prendre I'une des formes équivalents :

(GM;|us) = 0
(x — 7)(32(1/) —X2) = (y—Y)Cov(X,Y)
(z — X))\ — s%(X)) = (y = Y)Cov(X,Y)
(2= X)Cou(X, ) = (5 - T)((¥) = A1)
(z — X)Cou(X,Y) = (y = Y) (N — s*(X))
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CHAPITRE 3

Analyse Factorielle des Correspondances
(AFC)

"analyse factorielle des correspondances (AFC), ou aealgs correspondances simples, est une
méthode exploratoire d’'analyse des tableaux de contimgdfile a été développée essentielle-

ment par J.-P. Benzecri durant la période 1970-1990.
L'AFC peut étre considérée comme une ACP particuliére dd&éa métrique dux? (Khi-2) qui
ne dépend que du profil des colonnes du tableau. L'analyseegpedans le plan des deux premiers
axes factoriels, une représentation simultanée, soueenstiggestive des ressemblances entre les
colonnes ou les lignes du tableau et de la proximité entre$iget colonnes.
Dans ce type d’Analyse Factorielle, nous allons étudierMsumdividus les «liaisons» entre deux
variables X et Y. Chaque variable détermine deux partitidad’'ensemble des individus selon les
modalitésdéterminées choisies pour chacune d’elles. On note souVensemble des modalités de
la variable X et J celui des modalités de Y. Le cardinal de hegt n et celui de J est noté m. Pour
chercher les liaisons entre X et Y nous allons croiser les gautitions pour obtenir utableau de
contingenceindexé parl x J ( on définit un ordre sur | et J, qui peut étre éventuellemdritraire,
afin de pouvoir construire ce tableau). Dans la case assatéieéme ligne et a la j-éme colonne on
écrit I'effectif des individus ayant la i-eme modalité pdarvariable X et la j-éme modalité pour la
variable Y, celui-ci est noté;;.
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Analyse Factorielle des Correspondances (AFC)

Tableau de contingence complété par ses marges

Y .
X j-éme colonne| --- | marge
i-eme ligne| - -- ki k;.
marge | --- k N

On pose
k‘.j = Zkl} et k?l = Zk‘w
i=1 j=1

k_; est appele effectif marginal de la j-eme modalitéde Y,
k;. est appelé Bffectif marginal de la i-eme modalitéde X.
Les éléments du tableau de contingence divisés par I'éffetal N constituent Ilgableau des fré-
quencesou I'on note f;; I'élément générique. Ce tableau permet de définir deux «@sarg une
colonne indexée par i d’élément génériglie= Zfij et une ligne indexée par j d’élément géné-
jed

rique f; = Z fij, ce sont lesréquences marginales

i€l
La frequencef; (respectivemenf ;) peut étre interprétée commepeids de la i-eme modalitéde
X, on peut noter celui-cp;. (respectivement le poigs; de la j-eme modalité de Y).
On obtient ainsdeux nuageH; et ; définis de la facon suivante :

Nuage;
Pour chaqueé € I tel quep;. # 0, on définit un pointf! deR™ de composantes :

fir
Di. i
iz 1
pi. >

Aol 2 Z
fij f
Di. ..
fim fm
pi.

Ces composantes sont [pportions (ou fréquences) conditionnellesle la i-eme modalité de X
individus qui ont la j-éme modalité pour Y.

Les pointsf? du nuagedt; sont appeléprofils-lignes.

A chaque pointf’ on associe le poids; . (afin de prendre en compte I'importance de chaque classe).
On obtient ainsi les points pondéré (p;) du nuagedt;.
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Nuage;

Par symetrie des roles de | et J, pour tgut J tel quep ; # 0 on definit un nuag®t; par les

points f; deR™ de composantes :

Les pointsf; du nuagedt; sont appelégrofils-colonneset chaque poinf; est affecté du poids ;.

Exemple

fy

D.j
f2j

D.j
i
D
n
D

Prenons un exemple de résultats scolaire : on reléve les na@thématiques et d’anglais d'une

classe de sixieme, le tableau de données est le suivant :

Numéro| 1| 2 | 3 4 5|6 7 8 | 9| 10 | 11|12 13
math. (9|13|11| 10 | 12| 16| 18 | 12 | 15| 18 | 13| 9 | 17
angl. |9] 7| 8 |105(11|12|165|/95|13|16.5|12| 3 |17
14 | 15| 16| 17 | 18 |19|20| 21| 22| 23 | 24 |25| 26 | 27
13 {10 10| 15 | 10| 12|10|16|11| 10 | 8 | 11| 14| 14

12575165135 75| 9 |12|17|10|145|75|12 85| 115

Nous allons définir des «classes» en mathématiques et aisarigicart type de I'anglais étant plus

élevé que celui des maths nous allons définir, par exemplasSes en anglais et 4 en maths :

Classes en mathg0; 5[, [5; 10[, [10; 15[, [15; 20],
classes en anglaig; 4[, [4; 8], [8; 12[, [12; 16], [16; 20]
Le tableau complet de contingencéou tableau complet des effectifs), de terme genkgaest le

suivant :
Y : math
) 1:CM1[0;5] 2:CM2[5;10[| 3:CM3[10;15] 4:CM4[15;20] marge
X :anglais
1:CA1[0;4] 0 1 0 0 k1. =1
2:CA2[4;9] 0 1 4 0 ko =
3:CA3[8;12 0 1 8 0 ks. =9
4:CA4[12;16] 0 0 5 3 ky =
5:CA5[16;20] 0 0 0 4 ks =
marge k1=0 ko=3 ks =17 ka=1T7 effectif total=2
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Analyse Factorielle des Correspondances (AFC)

Remarque: La premiére classe de math contient O individus. Dans cegéaralement, on la sup-
prime, nous la gardons ici pour ne pas changer les indiceis, moas ne l'utiliserons pas dans les

calculs.

Ce tableau nous montre, par exemple, que 8 éléves ont lemdi@iglais entre 12 (compris) et 16
(non compris) puisqué’y, = 8.

B L, k
Le tableau complet des frequencesie terme genérgl;; = ﬁ est:

Y : math . .
. 1 2 3 4 fréquence marginale
X : anglais
1 0 ! 0 0 fi= L _
217 . 1. = 257 = D1
2 - JR— = — =
0 o7 287 0 fa. 297 2.
3 0 > ? S f3. = % = ps.
4 0 0 — — =— =
27 27 Ja 27 ba.
S 0 0 0 — - =
o 5. 57 = Ps.
fréquence marginale | 1 = U _ fo= El f3= 7 _ fa= 1 oids total=1
q g 1552 =P1 J2= oo =p2 | J3= 5o =P3 J4= 55 = P4 p =

Dans la suite de ce chapitre nous noténta matrice a 5 lignes et 3 colonnes (nous supprimons
la colonne ne comportant que des zéros) représentant éatables fréquences.

Définition du nuage9; (profils-lignes)

Le cardinal de | estin = 5 et celui de J estm = 3.

X : anglais Yoman fi f5| f3 fi| poidsp;
R L L
f (?_3) ) g g p3. = %
f*(i=4) e 0| o|p= ?47
f? (i=5) e 0|0 1|ps=_

exemple: Nous avons imprimé en gras le nomb5re1ans la lignef* : c’est laproportion condition-

nelle de la 4-eme modalité de I'anglais des individus qui ont lar@énodalité en maths (5 éléves
ont a la fois un note entre 12 compris et 16 non compris en engflaine note entre 10 compris et 15
non compris et 15 non compris en math ; 8 éleves ont une nate Ehtompris et 16 non compris en

anglais).
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3.1. METRIQUES ET BASES

5
4 Ju3 27 5 | ; intr4 _ 8

== = 42L — _ |e poids du pointf* est .
f3 A R 3’ p p f D4. o7

27
Remarque : La somme des composantes d’'un point quelconqu8tdd€respectivement dét;),
étant égale a 1, tous les points #e (respectivement d&t; ) sont situés dans un hyperplan ®&
(respectivement d&™).
Dans notre exemple, dl; peut étre représenté daRs$, les points seront donc dans un planiie

Définition du nuage 9t (profils-colonnes)

0= | f20=2) [f3(=3) | f1(=4)
| . E 0 0
J 1
1 1
2 - _
; o % 187 0
3 z =2
j * 3 7 g
4 _ —
J * 0 17 17
5
j [ ] O ‘ 0 ﬁ
oidsp ; =0 = El = 17 = °
p Dj Pia P2= 55 P37 5 | P4T o
3.1 Métriques et bases
Les éléments du nuag@; sont repérés dans la base canoniquB'deotée(e;, - - ,ej, -+ ,em).

On définit unemétrique sur I'espace vectoriel engendré par les éléments da partir de linverse
de la matrice diagonaleD,,, ( tous les éléments de cette diagonale sont non nuls) deda fag-
vante : si b est la forme bilinéaire définie par :

p; 0 0 0
0 P.2 0
0 0
0 Dy 0
0
0 0 0 pm
0sij#k
b(€j7ek) = i Slj —
D
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Analyse Factorielle des Correspondances (AFC)

La distance de deux profils-lignes quelconqyié®t /¢ est définie par
A (7, %) =b(f" = f5, f7 n 1#) soit encore : ,
T __ fS r s\2 T _ fS r S

dgn(fr’fs)zzﬁj =2 W Un e S

oy g ba b Pm
Remarque: ce sont donc les poids; du nuagedt; qui definissent la métrique associe8la De
méme, le nuag®t; est rapporté a la base canoniquekdfeet sa métrique est définie par les poids de
N;.
Les métriques ainsi définies sont appelées «métriqug’su
La matrice définissant la métrique n’est donc plus, commst ¢éecas généralement en ACP, le pro-
duit d’'un scalaire par la matrice unifg (de dimensiornm x m dans le cas du nuage;).
Ainsi dans notre exemple la matrice des poids définissanétacue suft; est :

3
— 0 0
27 17
0 ¥ 0 | rappelons que; =0
0 L
27
Le carré de la distance entfé et f3 est calculée par :
1 1, 4 8,
25 =) =09 459 —0.0825.

jes P > >

Rappelons que la métrique de distadgg ici surR? carm = 3, est donnée par 'inverse de la marge

ligne du tableau des fréquences.

Propriété importante de cette métrique: la distance entre deux poinfé et /¢ de9t; ne change

pas si on remplace deux colonnes identiques du tableau étpsefice$t; par une colonne égale a

la somme des éléments de méme ligne et le poids associé pantaesdes poids des éléments de

méme ligne.

En effet, le carré de la distance enfifeet /¢ (pourr # s) est :

Ao (f7, f%) = b(f" — f*, f7 — f*) soit encore :

2 =Y ST D O ) SO et/ OO € et 1
p P11 P.n Pk

jeJ J
(f = 13)°

or par hypotheseyr,Vs f; = f; et
P.m

2
- <fhp P, - 1 _ U - .
Si on remplace Iéhs colonnes d’]?ndice h etk dﬁ tableau desiérze par une colonne d’élément gé-
nérique égal a la somme des éléments de méme ligne et lesppidisp ;, par le poidsp ;, + pk,
I'expression (a) devient :

((fh = f) = Ur = F)? _ @fp =213 _ 2(fi — f2)?

Pht+ Dk 2pp D.h

Les autres éléments du calcul de la distance n’étant pagédfpar la transformations celle-ci reste
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3.1. METRIQUES ET BASES

la méme.
Exemple: soit le tableau de contingence suivant concernant deuablas X et Y mesurées sur 10
individus :

Y12 3|k
X

1 1[1 o] 2
2 2|2 of 4
3 1[1 1] 3
4 0/o 1] 1
k. 414 2]10

Il comporte deux colonnes égales (les colonnes 1 et 2) ledaldes fréquences correspondant est :

X Y 1 2 3 fréquence marginalg;.

1 0.1 0.1 0 p1. = 0.2

2 0.2 0.2 0 po. = 0.4

3 0.1 0.1 0.1 p3. = 0.3

4 0 0 0.1 ps. = 0.1
fréquence marginalg; | p1 =04 p2=04 | p3 =02 fréquence totale=1

Le tableau des profils-lignes du nualje est :

1{‘ Jié' £
1 = o~ 0
3
2 - - 0
-
3 - z e
/ 3 3 3
fA 0 0 1
oidsp . _ 2 _ 2 I
p Dj | P1= 10 P2 = 10 p3 = 10
Calculons le carré de la distance entre les poffitst 4 du nuagedt;, on a :
1 1

2 (1) - (3)° . (3)° . 37 10 10 L 40 _ 100
mAL ol A4 4 2 36 36 18 36
10 10 10
Puisque les lignes 1 et 2 du table®y correspondantes aux 2 colonnes 1 et 2 du tableau des profils-
lignes sont égales nous pouvons réduire le tabf@aend'; :
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Analyse Factorielle des Correspondances (AFC)

17 I

1 2

f/l 1 0

f/2 1 0

2 1

13 - _

f4 3 3

I 0 1
. 8 2
oidsp’, | p/y=—= | ply=—
p P, |Pa 10 P 10

On a maintenant :
(3)” (2)2 40 40 100
42, (f2, 1) = 3? +? R AT
10 10
Remarque: Le role des variables X et Y dans I'étude étant symétriqupanra effectuer les mémes
simplifications sur le nuag ;.

Métrique du X? et inertie

Rappelons que nous avons appelé la métrique associée aadacdié,, définie au paragraphe
précédent «métrique d¥?», voyons quelle relations lie le calcul du testt (test d’'indépendance
de 2 caracteres) a I'inertie des nuafgset9t; par rapport au barycentre G, calculée avec la métrique
X2. On définit le nombrex? par :

Niy = Nfuf i)
oy y ST

icl jeJ

ou N est I'effectif total des individus sur lesquels sontis les deux caracteredy;f;; est I'effectif
réel des individus appartenant a la fois a la classe d'intliceI et a la classe d'indicg € J et

N fi.f.; est I'effectif théorique des individus dans I'nypothese@gideux caracteres étudiés seraient
indépendants (la probabilité de I'événement d'indiceriagalors le produit des probabilités des évé-
nements d’indices respectivement i et j).

Dans le cadre de 'AFC, calculons l'inertie d’'un poifitdu nuagedt; par rapport au barycentre G de
vecteur associé g, pour cela calculons tout d’abord lesdoomées de G.

Calcul des coordonnées du barycentre G du n@agdont chacun des points d’indice i est affecté du
poidsp; .

G est un point d&™, sa j-eme coordonnée €3t p; fl_] Z fii =pJ

el
Donc les coordonnées du barycentre du angesont egales a la marge des poidgtie
7
> )-

Dans notre exemple les coordonnées de G sont denp27 o

Le carré de la distance ¢ a g pour la métriqud,,, est :
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3.1. METRIQUES ET BASES

L'inertie du point f* affecté du poidg, par rapport a G (ou g) est donc :

3 (fij —pjpi) 5 (fij — p.jpi.)

B X pi. = .
ier bbb Py PiD.j

or,Vi € I,p; = fi,etVj € J,p; = f; linertie totale du nuagé@t; par rapport a G est donc :
Z (fiy = fjfi)?
fi.fj

, Ce qui montre la propriété :
jed

X2 =N x Inertie,Ny
et par un calcul analogue sur le nuafe :

X2 =N x Inertie,N;

Analyse factorielle des correspondances AFC), liens aveé@CP

Nous allons effectuer sur le tableau du nugele méme travail qu’en ACP.
Nous recherchons les directions d'inertie maximale du efag; cells-ci sont déterminées par les
points les plus éloignés (au sens de la métrigye de G et munis des plus grands poids. Le poids
attribué a chaque point étant égal a la fréquence de la ctassespondante, une classe de grand
effectif intervient fortement dans la détermination dessax
Reprenons par analogie avec I'ACP, les données relativasagedt;. Nous disposons :
e d'un tableau de contingence relatif a deux caracteres (dablas) observés sur N individus dont

le terme général est noig; Z kij =N |;

(i,j)EIxJ
e d’'une matrice des fréquence, notée F, de dimmensiann, d'élémentsf;; = % ;
N;.
e d'une matrice diagonal®,,,, d'élément diagonalg ; non nul, c’est la matrice de dimensionx m
définissant la métriqué,,, sur I'espace vectoriel engend¥® ;
e d'une matrice diagonal®,,, d'élément diagonale génériqyfe non nul, c’est la matrice de dimen-
sionn x n des poids des éléments fig.
Remarque importante :
Il faut bien prendre garde au fait que, pour définir les prdifjses dedt;, nous avons divisé chaque
ligne d'indice i du tableau F des fréquence par le pgidde la i-éme modalité de X : de méme, pour
definir les profils-colonnes d# 7, nous avons divisé chaque colonne d'indice j par le pgigse la
j-eme modalité de V.
Les matrices qui interviennent dans le calcul des axesipeng (de facon analogue a celui de I'ACP)
sont doncD;, ! et D! et nonD,, et D,,, ainsi, la matrice a diagonaliser serd = F'D, ' FD_!.
Remarquons que les profils-lignes¥g ont pour coordonnées les n lignes de la matficg F.
Pratiquement il est difficile de diagonaliser A qui -conteaient aux matrices intervenant en ACP-
n'est pas, en général symétrique.

UGB Dr O. THIARE



Analyse Factorielle des Correspondances (AFC)

On a donc recours a l'artifice de calcul suivant : nous rermnqmout d’abord qué™ D, ' F est sy-
métrique, nous allons decomposer la matditg! en D, 2D 2

Onaalors ‘A = F'D,'FD,, 2D :,

Le but du calcul est d’obtenir les valeurs propres et lesavgstpropres de A. Soktune valeur propre
de A et U la matrice colonne du vecteur propre associé a

La relationAU = \U s’écrit FthlFD;%D;%U = \U.

Multiplions cette expression a gauche m%, il vient :

1

_1 _1 _1 _1 _1
Dp,? AU = (Dm2FtDn1FDm2> Dp?U = D2 \U

_1 _1 1
ce qui montre qué),,,2U est la matrice colonne du vecteur propreld,%QFtD 'FD,,? relative-

ment a la valeur propre\ (lintérét de ce calcul est qud),,! et Dy, : étant diagonales, la matrice
D, 2FtD 'FD, 3 est symétrique, ses valeurs propres et vecteurs propredcsgent plus rapide-
ment).

Certains auteurs décomposent ausst enD;%D;% et effectuent le produit de la matri@e;%FD;L%

de terme géneral\/_fL\/_ par sa tranposée ; on a alors :
1

_1 _1 1 1 1 1
D2 AU = D, F'D,,2D,, 2 FD,,2 D,,2U.

-1 1 . .
On obtient ainsi, puisqu®,, > et D,,? sont leurs transposées, une décomposition analogue aeelle
I'ACP. 1
Pour calculer les valeurs propres et les vecteurs proprasdas caIcquns donc ceux dEnQ F'D1FD,,* =

2ADm2 puis nous multiplions les vecteurs propres obetnuslpar(les valeurs propres sont les
mémes).
Les calculs effectués avec le logiciel de calculs mathéat Math. Lab. donnent les résultats sui-
vants en écriture décimale au dix-milliéme ( la matrice &edtant de faible dimension, nous effec-
tuons les calculs directment, sans utiliser la techniqueydétrisation de A) :

0.0370 0 0 27 0 0 0 0
0.0370 0.1481 0 0 54 0 0 0
F=1,00370 02063 0 |; D;'=]l0 0 3 0 0 |;
0  0.1852 0.1111 0 0 0 3375 0
0 0  0.1481 0 0 0 0 675
9 0 0 0.4370 0.0993 0
D=0 1583 0 . A=F'D'FD 1 = 05530 0.7904 0.2679
0 0  3.8565 0.1103 0.7321

Les valeurs propres de A sont : 0.3033, 0.6562, 1.
—0.5840 —0.2488 —0.1610
La matrice des vecteurs propres de A ept 0.7862 —0.5491 —0.9126
—0.2022 0.7979 —0.3758
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3.1. METRIQUES ET BASES

Nous remarquons qu'il apparait une valeur propre «paraig@le al, qui correspond au dernier vec-
teur propre, colinéaire & g, nous reviendrons sur ce caguersous traiterons le cas des nuafjés
centrés par rapport a G.

Cette valeur propre ne sera pas prise en compte dans le deltiiertie autour de G et nous obte-
nons dans notre exemple les résultats suivants :

L'inertie totale est : 0.3033+0.6562=0.9595 ;

La premiére valeur propre est 0.6562 ;

. . . . . 0.6562
Le premier axe factoriel exprime do68% de l'inertie (O OROE x 100 ~ 68);
Le deuxiéme axe factoriel exprime dos2’ de I'inertie x 100 ~ 32).
Le premier axe factoriel représente la totalité de I'inéede qui était prévisible puisque les profils-
lignes det; sont coplanaires dar® (dans le cas général ils appartiennet & un hyperplaR™je
1 1

Si nous effectuons le méme calcul sur la matiigg? AD,,? les valeurs propres données par le logi-
ciel de calcul numérigue Math. Lab sont dans cet ordre : @3030.6562.
—0.8540 —0.3333 —0.3995
La matrice des vecteurs propres e$t+0.4830 —0.7935 —0.3703
0.1936 —0.5082 0.8386
1

Si I'on effectue sans précaution le produit de cette matoimeD.2 on ne trouve pas les vecteurs
propres de A.

En effet, il faut remarquer que les valeurs propres ne sanfqanies dans le méme ordre que preé-
cédemment. Nous avons, en effet, effectué les calculs avéamjiciel de mathématiques générales,
un logiciel de statistiqgues nous aurait délivré les valguopres par ordre décroissant et ordonné les
vecteurs propres en conséguence.

Il faut donc réordonner la matrice des vecteurs proprestalata multiplier parDél. Nous laissons

au lectuer le soin d'effectuer la vérification (attentiores hecteurs propres ainsi obtenues ne sont
pas obligatoirement égaux aux vecteurs propres de A obfearum autre procédé mails ils leur sont
colinéaires).

AFC du nuage centrédt;

Nous avons remarqué que L'AFC de notre exemple faisait afipaune valeur propre égale a 1
gue nous n'avons pas pris en compte dans le calcul de lIénattiour de G, cette valeur propre est
inutile, car comme nous le verrons plus loin elle est assoaié vecteur g défini par le barycentre
G du nuagedi;, ce vecteur est orthogonal a I'hyperplan contenant les eéiésndedi;, I'inertie par
rapport a G, des points projetés sur I'axe défini par ce veetsidonc nulle.

Pour éliminer ces éléments parasites et rendre I'intexpioét plus facile nous allons centrer le nuage
917 en prenant comme nouvelle origine le barycentre G.

Rappelons que la matrice colonne des coordonnées de G éstégamarge des poids @@;. Les
nouvelles coordonnéel d’un profil-ligne du nuage cent®’; sont donc :

i (i fi2 fim
= b v TP T P
1. 1. .
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Analyse Factorielle des Correspondances (AFC)

Dans notre exemple la matrice des poid9teest :

0.1111 0 0
0 0.6296 0
0 0 0.2593

Le tableau associé au nuage ceffféest donc :

g ¢ | poidsp,

f1(=1) | e 0.8889|-0.6296 -0.2593 p; =0.0370
f?(=2) | e 0.0889| 0.1704 -0.2593 p,=0.1852
3 (i=3) | e 0 0.2593 -0.2593 p;3=0.3333
f*(i=4) | e -0.1111|-0.0046 0.1157| p,=0.2963
fP(i=5) | e -0.1111|-0.6296 0.7407| p5=0.1481

Remarquons que dans le paragraphe précédent nous avariaéeffes calculs sur la matrice F des
fréquences et non sur la matrice des points du nflagececi pour bien faire apparaitre le role des
deux matriced,,, etD,,.

Centrer la matrice du nuag@; s'effectue en soustrayant les poids des profils-colonnesidgedt ;,
donc centrer la matrice F s’effectue en soustrayant auxediésyi;; de F les produitp; p ;.
Remarquons que le terme général de la matrice centrée ROES : f;; — p; p ; qui N'est autre que
I'écart utilisé dans un calcul de la distance &t entre I'effectif réelf;; du croisement des classes
d’indices i et j et I'effectif théorique de croisement daiypothése ou les classe indexées par i celles
indexées par j seraient indépendantes.

La matrice des fréquencds, centrée est :

0.0329 —0.0233 —0.0096
0.0165 0.0316 —0.0480
F' = 0 0.0864 —0.0864
—-0..329 —-0.0014 0.0343
—0.0165 —0.0933 0.1097

Calcul & l'ordinateur de la matricd’ = F"*D,;/'F'D,!, de ses valeurs propres et de ses vecteurs
propres
0.3257 —0.0117 —-0.1112
A= -0.0661 0.1605 —0.3615
—0.2595 —0.1489 0.4726

Les valeurs propres dé¢’ sont : 0.3028, 0 et 0.6560.

Une valeur propre est nulle, ce qui était prévisible puiseseprofils-lignes du nuags; sont tous
dans le méme plan, un des 3 axes représente donc une indiéigaest I'axe portant le vecteur
propre normé colinéaire a g).

Les matrices colonnes des vecteurs propres associés sont :

0.1610 —0.2492 —0.5837
Uo=10.9126 U = | —0.5489 Uy = | 0.7863
0.3758 0.7979 —0.2026
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3.1. METRIQUES ET BASES

(Les indices 0,1 et 2 choaisis de telle sorte que le vectgurorresponde a la valeur propre«, a
0.6560 etus & 0.3028.)

Le lecteur peut vérifier quey, (de matrice colonné), est colinéaire au vecteur g défini par G.
Nous allons maintenant normeg, u; €twus pour la métriquel,,,.

0.1111
|Us||* = U§D;,,' Uy = 2.1009; ﬁ — | 0.6296
0 0.2593
- —0.1333
|U7||* = UL D;,' Uy = 3.4930; HUlll — | —0.2037
! 0.4269

- —0.2846

|Us||2 = ULD Uy = 4.2066; ||U2H — | 0.3834
2 —0.0988

Faisons quelques remarques sur ces résultats :

e le vecteurug, aprés normalisation, est égal au vecteur g;

e la matrice I’ étant centrée les vecteurs colonnes qui la composent ooimae de leurs com-
posantes égale a 0, les deux vecteurst uo appartiennent a I'espace engendré par ces vecteurs
colonnes, la somme de leurs composantes est aussi égalesappartiennent a I’hyperplan d’équa-
tion x+y+z=0.

Pour obtenir la matrice des composantes principélé} il suffit de projeter les individus (c’est a
dire les vecteurs dont les composantes sont les profiledigin nuage centfé/;, ces vecteurs sont

les n lignes de la matric®,, ' F’) sur les axes principaux définis par les vecteurs nomgés; , us.

Cette projection sera obtnue par produit scalaire pour rigué d,,, :

CP; =D, 'F'D'VEC;

ou VEC| est la matrice des vecteurs propres normés correspondssgectivement aux valeurs
propres 0.3028, 0, 0.6560.

—0.2846 0.1111 —0.1333
VEC; = | 03834 0.6296 —0.2937 | = (U Uy Uy)
—0.0988 0.2593  0.4269

Ona
—2.5597 0.0000 -—1.1991

—0.0256 0.0005 —0.6132
CPr= 0.2566 0.0000 —0.5476

0.2374 0.0000 0.3260

—0.3798 0.0000 1.6462

Nous remarquons que la deuxiéme composante principaleutst ce qui est normal puisque tous
les profils-lignes de)t; appartiennent a un plan orthogoanal & g (ce dernier estéailan ), le
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Analyse Factorielle des Correspondances (AFC)

premier facteur correspond a la projection sprdes coordonnées des classes d’'aglaisla troisieme a
la projection suf;.

Afin donc de donner les résultats de facon bien claire noossléordonner la matrice des coordon-
nées des cing classes d'anglais :

—1.1991 —2.5596
—0.6134 —0.0254
C Py réduite et réordonnée | —0.5478  0.2468
0.3260 0.2373
1.6463 —0.3800

Ces résultats sont égaux au signe des vecteurs colonnesatt@me pres : le sens des axes facto-
riels est indéfini car les vecteurs propres sont seulementés

AFC du nuage9?, centre

Dans le cas du nuagd’; la matrice a diagonaliser devieftD,,,! F"*D,!. Un vecteur propre w
de matrice colonne W de cette matrice vérifie :

(F'DYF D YW = AW

Rappelons que d’aprés notre étude en ACP les valeurs propresulles sont les mémes que celles
it Hy—1 it H—1

de F"*D,'F''D; "

Considérons de nouveau la matrieé D F'D, ! de valeur propre\ et de vecteur propre corres-

pondant u, de matrice colonne U, on a:

(F'"D'F'D,YU = \U
. Multiplions cette expressions a gauche p4rD;, !, il vient :
F'D,'F'D, (F'D,,'U) = \(F'D,,'U).

On voit que le vecteuF” D' U est vecteur propre d&’ D' F"* D~ pour la valeur propre.
Nous chercherons donc un vecteur w non nul de matrice coldhmelinéaire éF’D;}U, de méme
sens et normé pour la métriqug définie sut’; ce qui s’écrit :
Il existek € R* tel queW = kF'D'U etW'D'W =1 (a)
Or u a été normé dans I'AFC d&/ donc vérifie :U'D,,'U = 1.
Remplacons W par sa valeur dans I'expression (a) :
K*U'D, ) F"®D, ' F'D,;;'U = 1; en remarquant quB,,'* = D, ! ona:
K*U'D, Y(F"'"D,'F'D,'U) = 1, or F""D,'F'D,1U = AU, on a donck®U'D,}\U = 1 et
puisqueU! D, 1U = 1, on ak?\ = 1 donck = 1 pour A > 0.
VA
Pour obtenir chacun des vecteurs propres normés relatifsiaged?’; il suffit de multiplier cha-
cun des vecteurs propres normés relatif8’gpar I’expressiom\/XF’D;f ou A est la valeur propre

Dr O. THIARE UGB



3.1. METRIQUES ET BASES

strictement positive associée a chacun de ces vecteurs.
Dans le cas de notre exemple nopus obtenons donc pour \&gi@res Normeés associés au nhuage
N, centré :

—0.0548

. 0.1333 —0.1402

W) = ———F'D,} = [ —0.2937 | = | —0.2254
V0.6560 0.4269 0.1193
0.3011

—0.1723

. —0.2846 —0.0086
Wy=——=F'D,; =] 03834 | = | 0.1554
v0.3028 —0.0988 0.1278
—0.1023

Il nous reste, pour obtenir les coordonnées des classéisgslau nuage cantfs; par rapport aux
axes principaux, a effectuer le produit scalaire repré&sardtriciellement par :

—0.9718  —1.4094
D YF'D Y (WiWa) = | —0.3778  0.3351
1.3337  —0.2097

Chaque ligne de cette derniére matrice représente lesauntds sur les deux axes principaux
des 3 classes d’effectifs non nuls mathématiques.
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