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Lanalyse factorielle des correspondances (AFC), ou
analyse des correspondances simples, est une méthode
exploratoire d’analyse des tableaux de contingence. Elle
a été développée par J.-P. Benzecri durant la période
1970-1990.
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Lanalyse factorielle des correspondances (AFC), ou
analyse des correspondances simples, est une méthode
exploratoire d’analyse des tableaux de contingence. Elle
a été développée par J.-P. Benzecri durant la période
1970-1990.

LAFC considérée comme une ACP particuliére dotée de
la métrique du X2 (Khi-2) qui ne dépend que du profil
des colonnes du tableau. Lanalyse permet, dans le plan
des deux premiers axes factoriels, une représentation
simultanée des ressemblances entre les colonnes ou les
lignes du tableau et de la proximité entre lignes et
colonnes.
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analyse des correspondances simples, est une méthode
exploratoire d’analyse des tableaux de contingence. Elle
a été développée par J.-P. Benzecri durant la période
1970-1990.

LAFC considérée comme une ACP particuliére dotée de
la métrique du X2 (Khi-2) qui ne dépend que du profil
des colonnes du tableau. Lanalyse permet, dans le plan
des deux premiers axes factoriels, une représentation
simultanée des ressemblances entre les colonnes ou les
lignes du tableau et de la proximité entre lignes et
colonnes.

Etudier sur N individus les "liaisons" entre deux variables
X et Y. Chaque variable détermine deux partitions de

'ensemble des individus selon les modalités.
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On note souvent | 'ensemble des modalités de la
variable X et J celui des modalités de Y.
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On note souvent | 'ensemble des modalités de la
variable X et J celui des modalités de Y.

Le cardinal de | est noté n et celui de J est noté m. Pour
chercher les liaisons entre X et Y nous allons croiser les
deux partitions pour obtenir un tableau de contingence
indexé par / x J ( on définit un ordre sur | et J, qui peut
étre éventuellement arbitraire, afin de pouvoir construire
ce tableau).
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On note souvent | 'ensemble des modalités de la
variable X et J celui des modalités de Y.

Le cardinal de | est noté n et celui de J est noté m. Pour
chercher les liaisons entre X et Y nous allons croiser les
deux partitions pour obtenir un tableau de contingence
indexé par / x J ( on définit un ordre sur | et J, qui peut
étre éventuellement arbitraire, afin de pouvoir construire
ce tableau).

Dans la case associée a la i-eme ligne et a la j-éme
colonne on écrit I'effectif des individus ayant la i-éme
modalité pour la variable X et la j-éme modalité pour la
variable Y, celui-ci est noté kj.

Pr. Ousmane THIARE  Analyse Factorielle des Correspondances (AFC) September 12, 2025 5/59



Introduction (suite)

Tableau de contingence complété par ses marges

X Y j-éme colonne | --- | marge
i-eme ligne | - -- Kij e Kk
marge e K; e N
On pose:

n m
kj=> kjetki=> kj
i=1 j=1

Pr. Ousmane THIARE  Analyse Factorielle des Correspondances (AFC) September 12, 2025 6/59



= _UNi;:
S
A W
s N
. O
L

Introduction (suite et fin)

k, est appelé I'effectif marginal de la j-eme modalité de
Y,

k; est appelé I'effectif marginal de la i-eme modalité de
X.

Les éléments du tableau de contingence divisés par
I'effectif total N constituent le tableau des fréquences ou
I'on note f; I'élément générique. Ce tableau permet de
définir deux "marges": une colonne indexée par i

d’élément générique f; = Z fj et une ligne indexée par |
jed

d’élément générique f; = Z fj, ce sont les fréquences
icl

marginales.

La fréquence f; (respectivement f)) peut étre interprétée

comme le poids de la i-eme modalité de X, on peut

Ratereaiuirel tinlrespestivenentle.Raids p seleda zemer s



Nuage 1,

On obtient ainsi deux nuages 91, et 91, définis de la facon
suivante:

Pour chaque i € / tel que p; # 0, on définit un point f’ de
R™ de composantes:

fi1
Pi. ,
fs f
Pi. >
N AN N
fl = i = );,
pi
.« e fl
im "
P Pi.

Ces composantes sont les proportions (ou fréquences)

conditionnelles de la i-eme modalité de X individus qui
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Nuage 91, (suite et fin)

Ces composantes sont les proportions (ou fréquences)
conditionnelles de la i-eme modalité de X individus qui
ont la j-éme modalité pour Y.

Les points f/ du nuage 91, sont appelés profils-lignes.

A chaque point f' on associe le poids p; . (afin de prendre
en compte l'importance de chaque classe). On obtient
ainsi les points pondérés (', p; ) du nuage N,.
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Par symétrie des rGles de | et J, pour tout j € J tel que
p,j # 0 on définit un nuage 91, par les points f; de R" de

hj

P

byl (]

P f/

composantes: f; = f = f, Les points f; du

o i

e n

i ]

p

J
nuage 91, sont appelés profils-colonnes et chaque point
f; est affecté du poids p ;.
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Exemple

Prenons un exemple de résultats scolaire: on reléve les
notes mathématiques et d’anglais d’une classe de
sixieme, le tableau de données est le suivant:

Numéro |1 | 2 | 3 4 5] 6 7 8 | 9
math. (9|13 |11 | 10 (12|16 | 18 | 12 | 15
ang. |9 7 | 8 |105|11|12| 165 9.5 | 13 |1
14 |15 |16 | 17 |18 |19 20|21 |22 | 23 | 2¢
13 |10 | 10| 15 |10 |12 |10 |16 |11 | 10 8

1257565135 |75 | 9 [ 12|17 | 10| 145 | 7.

Nous allons définir des «classes» en mathématiques et
en anglais, I'écart type de I'anglais étant plus élevé que
celui des maths nous allons définir, par exemple, 5
classes en anglais et 4 en maths:
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Exemple (suite)

Classes en maths: [0; 5], [5; 10[,[10; 15[, [15; 20],

classes en anglais: [0;4[, [4; 8][,[8;12[, [12; 16],[16; 20]

Le tableau complet de contingence (ou tableau complet
des effectifs), de terme général kj; est le suivant:

- Yimath | oMt 05[] 2:0M2 [5:10] | 3:
: anglais
1:CA1 [0:4] 0 1
2:CA2 [4;8] 0 1
3:CA3 [8;12] 0 1
4:CA4 [12;16] 0 0
5:CA5 [16;20] 0 0
marge ki=0 ko =3
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Nuage 91,

”Wi”z = (aXjo + BYio)?(a ) (g> -

(axXio + BYio)?(a? + B2) = (aXip + BYio)?

1 n 1 n
- > Imiy|2 = - > (axio + Byio)? =
i= P

(aXo + BYo[D1laXo + 5Yo) = [laXo + BYoll,
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Régression orthogonale: Axe principal

Analyse en composantes principales (ACP) (suite)

La recherche de la droite de régression orthogonale se
raméne donc a une question que I'on peut envisager d’'un
double point de vue:

soit rechercher, dans I'espace des individus R?, un
s (6%

vecteur unitaire uy = < 5)

avec o2 + 2 = 1 qui minimise la somme:

1¢ 1y
S = 2> ImiM2 = 2> (axo + B¥io)?
i—1

i=1

Pr. Ousmane THIARE  Analyse Factorielle des Correspondances (AFC)  September 12, 2025 14/59



Régression orthogonale: Axe principal

Analyse en composantes principales (ACP) (suite et fin)

soit rechercher, dans I'espace des variables R”, un
vecteur a Xy + 8 Yy, combinaison linéaire fictive des deux
variables centrées Xj et Yy, avec o? + 52 = 1, qui
minimise ||aXy + ﬁYo||21 , C'est-a-dire un vecteur de

I'hyperplan défini par Xonet Yo, de norme minimum pour
le produit scalaire défini par la matrice diagonale D,

sous la contrainte o2 + 32 = 1.

Sous la deuxieme forme, la résolution du probleéme est
appelée 'analyse en composantes principales.
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Régression orthogonale: Axe principal

Inertie totale

X10 Y10
Appelons Z la matrice | : : | des variables centrées

Xno  Yno
Inertie totale
On appelle inertie totale du nuage de points de R? par
rapport a I'origine G des axes, la quantité:

= 3G = Z( 5+ vh) = 200 + (V).
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Régression orthogonale: Axe principal

Inertie statistique

On appelle inertie statistique du nuage de points de R?
par rapport & une direction A de R? définie par un vecteur
unitaire u, la quantité:

1T~ ==
=2 _lGmi?
i—

ou G—mz est le projeté orthogonal de GM; sur u.
Is(u)
/

par la direction u.
Par exemple, I'inertie statistique du nuage de points par
rapport a I'axe des x est la variance de X et l'inertie

statistique du nuage de points par rapport a I'axe des 'y
est la variance de Y.

Le rapport est le taux d’inertie totale expliquée

Pr. Ousmane THIARE  Analyse Factorielle des Correspondances (AFC)  September 12, 2025 17/59



Régression orthogonale: Axe principal

Inertie mécanique

On appelle inertie mécanique du nuage de points de R
par rapport a une direction Delta définie par un vecteur
unitaire u, la quantité:

1 n
hu(u) =~ > (IMim| 2
=

ou G—mz est le projeté orthogonal de GM; sur u.

Par exemple, l'inertie mécanique du nuage de points par
rapport a I'axe des x est la variance de Y et l'inertie
mécanique du nuage de points par rapport a 'axe des y
est la variance de X.

Le théoréme de Pythagore || GM;|? = ||Gm;|)? + || Mim;||2
entraine:

Iu(u) = It — Is(u)
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Régression orthogonale: Axe principal

Axes principaux ou factoriels

On appelle premer axe factoriel du nuage de points de
RR?, 'axe dont la direction définie par un vecteur unitaire u
maximise l'inertie statistique /s(u).

La direction définie par le vecteur u est appelée la
direction principale ou direction factorielle.

On remarquera que, comme le premier axe factoriel
maximise /s(u), il minimise Iy(u): il donne donc la
solution de notre probléme, c’est-a-dire la droite de
régression orthogonale.
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Régression orthogonale: Axe principal

Matrices des variances-covariances

Pour u=<_’6a> linertie statistique Is(u Z 1Gm |12

s’écrit, avec G—mt = <GW7|u>u = (BXxjo — aYio) <a> sous

la forme:

Is(u) = %Z(ﬂxio — ayp)? =

i=1

sz 0—|—a X = Zy,o ZanfZX,oy,o

Et comme on sait que:

1 n 1 n 1 n
n inzo = $%(X), n Zy,’% = s2(Y), BZXIOYIO =
‘ i=1 i=1

i=1
Cov(X,Y)
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Régression orthogonale: Axe principal

Matrices des variances-covariances (suite)

Linertie statistique devient:
Is(u) = B282(X) + a?s%(Y) — 2aBCov(X,Y) =
$(X)  Cov(X,V)\ (B _ .

B —a) (Cov(X, Y) () o) T YA

s?2(X)  Cov(X,Y)\ _
Cov(X,Y)  S2(Y) -
1 X10 Y10
1 <X10 Xno) : : | s’appelle la matrice des
n\yYw - Yno ' '

Xno  Yno

variances covariances.

La matrice A=<
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Régression orthogonale: Axe principal

Matrices des variances-covariances (suite)

En introduisant la matrice
X10 Y10
Z=| : : | des variables centrées, la matrice des

Xno  Yno
variances covariances s’écrit sous les formes:
B sz(X) Cov(X,Y)
“\Cov(X,Y) S2(Y)
X10 Y10
1<X1o Xno> A
n\Yio -+ Yno ) )
Xno  Yno
1 . .
EZ’Z = Z'D, Z et 'inertie totale est la trace de cette

matrice, somme des éléments diagonaux s?(X) et s2(Y):

I = Tr(A)
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Régression orthogonale: Axe principal

Matrices des variances-covariances (suite)

1'® remarque : valeurs propres

La matrice des variances-covariances A est, comme on le
voit, symétrique réelle.

Une valeur propre de A est un nombre réel A tel qu’il
existe un vecteur v non nul vérifiant Av = \v.

Les valeurs propres de A sont donc les nombres réels A
tels que le noyau de 'endomorphisme (application linéaire
de R? dans R?) défini par la matrice A — \l» ne soit pas
réduit a 0.

Dire que le noyau n’est pas réduit a 0, c’est-a-dire que
I'application lin’éaire n’est pas injective, donc qu’elle n’est
pas bijective (puisque dans R?, injective=bijective): pour
cela, il faut et il suffit que son déterminant soit nul.
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Régression orthogonale: Axe principal

Matrices des variances-covariances (suite)

Les valeurs propres sont donc les solutions de I'équation:
Det(A — \b) =

A2 — (82(X) + S2(Y))A + s2(X)s?(Y) — (Cov(X,Y))2 =0
Le discriminant de cette équation du second degré est:
(s*(X) + 82( Y))? - 4(s*(X)s?(Y) — (Cov(X, Y))?) =
(s3(X) = $*(Y))? +4(Cov(X, Y))? > 0
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Régression orthogonale: Axe principal

Matrices des variances-covariances (suite)

La matrice A posséde donc, ainsi qu’on 'avait déja dit
pour toute matrice symétrique réelle, deux valeurs
propres réelles A\ et A\o:
la somme de ces valeurs propres est la trace de la
matrice, somme des éléments diagonaux de la premiére
diagonale:
M+ A =83(X)+8%(Y)>0
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Régression orthogonale: Axe principal

Matrices des variances-covariances (suite)

La matrice A posséde donc, ainsi qu’on 'avait déja dit
pour toute matrice symétrique réelle, deux valeurs
propres réelles A\ et A\o:
la somme de ces valeurs propres est la trace de la
matrice, somme des éléments diagonaux de la premiére
diagonale:
M+ o= S2(X) + Sz(Y) >0
le produit de ces valeurs propres est le déterminant de
la matrice:
Mo = 8%(X)s?(Y) — (Cov(X, Y))? >
0 (dapreslinégalité de Schwarz)

& T,
FEE

F e %

s . v
,’%:
Q) &
O &

s o =
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Régression orthogonale: Axe principal

Matrices des variances-covariances (suite)

Les deux valeurs propres de la matrice des
variances-covariances sont donc des nombres réels
positifs: il est trés improbable que I'une soit nulle (il
faudrait, pour cela, que le coefficient de corrélation
linéaire soit rigoureusement égal a 1, en valeur absolue,
ce qui ne saurait se produire que si X et Y sont déduits
I'un de l'autre par une relation linéaire, ou si X et Y sont
constantes. |l est trés improbabable aussi aussi que les
deux valeurs propres soient égales: il faudrait pour cela
que la covariance de X et Y soit strictement égale a 0 et
que les variances de X et Y soient strictement égales, ce
qui ne se produit jamais en pratique.)
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Dans le cas général, on peut donc appeler \¢ et X\, les les
valeurs propres de la matrice des
variances-covariances, rangés par ordre décroissant.

mA>M>0

Définitions
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Régression orthogonale: Axe principal

Matrices des variances-covariances (suite)

Dans le cas général, on peut donc appeler \¢ et X\, les les
valeurs propres de la matrice des

variances-covariances, rangés par ordre décroissant.
AM > >0
A =

% <32(X) +82(Y) + \/ (82(X) — s2(Y))2 + 4(Cov(X, Y))2>
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Régression orthogonale: Axe principal

Matrices des variances-covariances (suite)

Dans le cas général, on peut donc appeler \¢ et X\, les les
valeurs propres de la matrice des
variances-covariances, rangés par ordre décroissant.

AM > >0

M =

% < (X) +82(Y) + \/(32 —82(Y))? 4+ 4(Cov(X, Y))2>
Ao =

5 (00 +£20) — /(8200 ~ ()2 + 4(Cou(x. )2

& T,
FL %

F e %

s . v
,’%:
&) &
O P

s o
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Régression orthogonale: Axe principal

Matrices des variances-covariances (suite)

2™M€ remarque : vecteurs propres

On démontre aussi, en algébre, que R? posséde une
base propre orthonormée, c’est-a-dire une base

{u1, Ux}, orthonormée pour le produit scalaire canonique,
formée de vecteurs propres de la matrice A:

Auy = \uq et Aus = Aolo,

avec
Jur][® =1, ]|uz]|® =1, {u1|up) = 0
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Régression orthogonale: Axe principal

Matrices des variances-covariances (suite)

Ces vecteurs propres peuvent se calculer.
Soit A une valeur propre. On a:
s2(X) =X Cov(X,Y) S2(Y)— Y\
(Cov(X, Y) s3(Y)- A) <—Cov(X, Y)) -
(83(X) = A)(s2(Y) — A) — (Cov(X, Y))? _
((sZ(Y) — N Cov(X,Y) — (s%(Y) — \)Cov(X, Y)) a

(DGT(AO— )"2)> _ (8) — 0 donc le vecteur

( s2(Y)

- A
—Cov(X, Y)> est un vecteur propre pour la valeur
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Régression orthogonale: Axe principal

Matrices des variances-covariances (suite)

Le carré de la norme de ce vecteur pour le produit
scalaire est donné par: ,
2 sT(Y) =X\ _
(s5(Y) =X — Cov(X,Y)) (—Cov(X, Y)) =
(s?(Y) — \)? + (Cov(X, Y))? On peut donc prendre pour
vecteur propre relatif a la valeur propre A, le vecteur:
. 1 <s2(Y)—>\>Le
— V(S2(Y) = N2+ (Cov(X, Y))2 \—Cov(X,Y)
produit scalaire des deux vecteurs propres ainsi obtenu
est nul, parce que la relation A + \» = s2(X) + s2(Y)
entraine:
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Régression orthogonale: Axe principal

Matrices des variances-covariances (suite)

2 _
(sz(y) _ )\1 —COV(X; Y)) (_SC(O\\//)(X,A;)) -

(A2 — $2(X) —Cov(X, Y)) < (V) ~ o > _

—Cov(X,Y)

Det(A — /\2/2) =0

(Y — M SQ(Y)*)\Q
Les deux vecteurs (—C(ov)(X, Y)> et <—Cov(X, Y)>
forment une base de R? parce que le déterminant de
leurs coordonnées n’est pas nul:
Cov(X,Y) x (2(Y) — A1) + Cov(X, Y) x (s2(Y) — \2) =
Cov(X,Y) x (A — A2) # 0 de sorte que les deux vecteurs
ne sont pas proportionnels.
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Régression orthogonale: Axe principal

Matrices des variances-covariances (suite et fin)

Les deux vecteurs:

Us = 1 < SQ(Y) — )\1 >
' /(3(Y) — M)2 + (Cov(X, Y))2 \—Cov(X,Y)

forment donc une base orthonormée de R?.
Remarquons que, au lieu de prendre pour vecteur propre

pour le valeur propre A, le vecteur s2(Y) A on
’ —Cov(X,Y))’

aurait pu prendre aussi le vecteur <‘§°"(X’ Y)> qui lui
s9(X) — A

est proportionnel (le déterminant de la matrice de ces

vecteurs est le déterminant de la matrice A — \b).
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Régression orthogonale: Axe principal

Matrices des variances-covariances (suite et fin)

Les deux vecteurs:

Us = 1 < SQ(Y) — )\1 >
' /(3(Y) — M)2 + (Cov(X, Y))2 \—Cov(X,Y)

Up = 1 <82(Y)—)\2>
V(S2(Y) = X2)2 + (Cov(X, Y))2 \—Cov(X.Y)
forment donc une base orthonormée de R?.
Remarquons que, au lieu de prendre pour vecteur propre

pour le valeur propre A, le vecteur s2(Y) A on
’ —Cov(X,Y))’

aurait pu prendre aussi le vecteur <‘§°"(X’ Y)> qui lui
s9(X) — A

est proportionnel (le déterminant de la matrice de ces

vecteurs est le déterminant de la matrice A — \b).

Pr. Ousmane THIARE  Analyse Factorielle des Correspondances (AFC)  September 12, 2025 32/59



UNgy,
= Vi
e s
Sy X\
2 » &
O &
Iy o
> 5
s

Diagonalisation de la matrice des

variances-covariances

Soit V=
S2(Y) — M SQ(Y) — A
2 _ 2 2 2 _ 2
VY]~ £ (G TIF V(Y] — R 5 (cov

VI(S2(Y) = M2+ (Cov(X, V)2 \/(s3(Y) — A2)? + (Cov
la matrice des coordonnées des vecteurs propres uy et us.

Ve, = uq, Ves = Ws.
la matrice des coordonnées des vecteurs propres uy et us.

Ve1 = U, V92 = Uo.
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Diagonalisation de la matrice des

variances-covariances (suite)

V donne, par produits, pour image d’'une base
orthonormée, une base orthonormée: c’est ce qu’on
appelle une matrice "orthogonale", ce qui veut dire que
son inverse est égale a sa transposée:

V—1 — Vt

Pour le vérifier, remarquons que ouisque les bases
{e1, e} et {uq, U>} sont orthonormées, les coordonnées
des vecteurs s’obtiennent par produits scalaires::

up = <u1\e1>e1 + <U1|62>62

Up = (Up]e1)er + (Uz|e2) e
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Diagonalisation de la matrice des

variances-covariances (suite)

de sorte que la matrice V, qui a, pour colonnes les
vecteurs uy et up dans la base {ey, ex}, est:

V= <<U1 le1) (U2\91>>

(ur]ez) (uz]ez)
et les relations inverses
e1 = (er|ur)uy + (e1|u) Uz
€2 = (€2|Ur) U1 + (€2|U) U2
montrent que la matrice inverse de V est la matrice:

V-1 ((91\U1> (92\U1>>

(erluz) (e2|t)
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Diagonalisation de la matrice des

variances-covariances (suite)

qui, compte tenu de la symétrie du produit scalaire, est la
transposée de V.

V- <<u1]e1) <U1|92)> _
(Ua]eq)  (Uzle2)

Il résulte alors des relations Ve = uq et Ve, = o, que 'on
a:

VtU1 = V71U1 = éy; VtUZ SN Up = 6o
Considérons maintenant la matrice A = (%1 f)

2

matrice diagonale des valeurs propres de A.
A est la matrice, dans la base canonique {e1, &2}, d’un
endomorphisme f.
Cet endomorphisme f se réduit a deux homothéties, de
rapport A1 selon le vecteur uy, et de rapport A\, selon le

vecteur us.
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Diagonalisation de la matrice des

variances-covariances (suite)

La matrice de I'application identique de R? muni de la
base {u1, U} dans R? muni de la base {e;, &;} donne,

par produits, pour image du vecteur uy = (1

O) le vecteur

U — 1 < SZ(Y) — /\1 )
" 83(Y) — M2 1 (Cov(X, Y))2 \—Cov(X,Y)

, 0
et pour image du vecteur u, = (1

) le vecteur

up = ! ( $2(Y) — )
i V(82(Y) = X2)2 + (Cov(X, Y))2 \—Cov(X,Y)
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Diagonalisation de la matrice des

variances-covariances (suite)

C’est donc la matrice V des vecteurs propres.

V = [ldge, {u1, Uz}, {e1, €2}]

Réciproquement, la matrice de I'application identique de
R? muni de la base {ey, 2} dans R? muni de la base
{uy, uo} donne, par produits, pour image du vecteur

e = ((1)> le vecteur

S2(Y) — )\1
o — | V(S3(Y) = M)+ (Cov(X.Y))?
T s2(Y) — A2

V(82(Y) — X2)2 + (Cov(X, Y))?
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Diagonalisation
de la matrice
des variances-
covariances

0
1
—Cov(X,Y)

et pour image du vecteur e; =

le vecteur e, = V(s2(Y) __)50)5&()0/())‘/()(’ Y))?

VI(82(Y) = A2)? + (Cov(X, Y))?
C’est donc la matrice V! transposée et inverse de la
matrice V des vecteurs propres.

V= [Idge, {e1, e}, {uy, Un}]
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Diagonalisation
de la matrice
des variances-
covariances

Le diagramme commutatif suivant:

2
(e, o) _ R e o)
A
t
Id | V Id |V
f

2
2 fuu) A Ry )

met en évidence la relation f = Id o f o Id.
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Diagonalisation
de la matrice
des variances-
covariances

En termes de produit de matrices, cette relation s’écrit:

A = VAV
d’ou I'on déduit aussitot
V = VIAV.

On dit qu’on a diagonalisé le matrice A.
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Recherche des axes principaux

Pour un vecteur normé u, posons v = Vu. On a v! = uf V!,
V]2 = viv = u'VIVu = ulu = ||ul]® =1

Le vecteur v est normé lui aussi. Linertie statistique par
rapport a u s’écrit:

Is(u) = u'Au = Uu'VIAVU = vIAV

- 2
Dans R? rapporté a la base {uy, U}, notons v = (v1)
2

A 0 V-
Is(u) = VIAv = (vy W) <01 )\2> (v;) = M V2 4+ \V3,

avec V2 + v =1
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Recherche des axes principaux (suite)

Le probleme de la recherche de la droite de régression
orthogonale se raméne maintenant a la résolution du
probléme suivant:

maximiser \1vZ + \,V2 sous la contrainte v2 + v3 = 1,
avec \{ > x> >0

C’est maintenant un probleme facile a résoudre:

Is(U) = )\ V12—|-)\2V22 = )\1(1 —V22)+)\2V22 = )\ —()\1 —)\2)V22

La quantité Ay — (A1 — A2)V3, avec Ay > )\, atteint sa
valeur maximum A4 lorsqu’on prend v = 0, donc |v¢| = 1.
La direction du premier axe factoriel est donc définie par

, 1
le vecteur v de coordonnées <0 dans la base

{U1,U2} CV=Uu.
Is(u1) = A1
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Recherche des axes principaux (suite)

D’ou le résultat, qu’on peut énoncer sous forme de
theoreme.

Théoreme

La direction du premier axe factoriel est définie par le
vecteur propre associé a la plus grande valeur propre de
la matrice des variances-covariances.

Le premier axe factoriel est la droite de régression
orthogonale.

Comme corollaire, la direction perpendiculaire au premier
axe factoriel définit le deuxiéme axe factoriel: elle est
définie par le vecteur propre associé a la plus petite
valeur propre de la matrice des variances-covariances.
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Recherche des axes principaux (suite)

Le deuxieme axe factoriel minimise I'inertie statistique
Is(u:

Is(u) = Ao lorsque |vo| =1,donc vy =0etv = <(1)) = U

par exemple (on pourrait prendre aussi, bien sar,
vV = —U», la direction serait la méme).

Is(u2) = X2

Le taux d’inertie totale expliquée par le premier axe
factoriel est le rapport

Is(uq) _ A _ A
Ir Sz(X)-i—Sz(Y) A1+
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Recherche des axes principaux (suite et fing

Le taux d’inertie totale expliquée par le deuxiéme axe
factoriel est le rapport
Is(u2) A2 A2

I X)) +2(Y) M+

La relation Ay + X2 = 82(X) + s?(Y) (la somme des
valeurs propres est la trace de la matrice des
variances-covariances) s'écrit:

Is(ur) + Is(t) = It

La somme des inerties statistiques par rapport aux deux
axes factoriels est I'inertie totale du nuage de points.
Chaque valeur propre de la matrice des
variances-covariances correspond a l'inertie expliquée

par I'axe factoriel correspondant.
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Coordonnées factorielles et composantes

principales

Dans R rapporté a la base propre orthonormée {uy, uo}

les coordonnées des vecteurs GM; s’appellent les
coordonnées factorielles.

Comme la base {uy, us} est orthonormée, les
coordonnées factorielles s’obtiennent par produit scalaire:

GM, = (GMj|un)uy + (GM|uz) up

Or la base canonique {ey, e>} est, elle méme,
orthonormée

GW: = <GW;]e1)e1 + <GW7|62>6’2 = Xjo€1 + Yio€2
d’ou:
<5MI|U1> = Xjo(€1|u1) + Yio(€2|U1)
<é/\7?|u2> = Xjo(€1|U2) + Yio(€2|U2)
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Coordonnées factorielles et composantes

principales (suite)

Les coordonnées factorielles s’obtiennent donc par la
formule matricielle:

(GMu)\  ((erlur) (ealtn)\ (X0 _ 1 ((GM]er)
((éﬁ-\ug) a <<91|U2> <92|U2>> (y/o) =V <<éﬁ?ye2>>

(GMun)) _ @vazv«m>

(GM ) (GMle2) Vi
La matrice V! est ce qu’on appelle la matrice du
changement de base.

Elle donne les nouvelles coordonnées (sur la base
{uy, u2}) en fonction des anciennes (sur la base {ey, e2}).
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Coordonnées
factorielles et
composantes
principales

Les relations

(G (CMJua)) = (<%"'”‘>>t (v (%)) = tx

(GM|up) Yio

peuvent se condenser en une seule formule matricielle:
L=2V

formule dans laquelle:

SN SN
(GMy|ug) (GMi|uz)
L=| s
_ —

(GMp|uy)  (GMp|u2)
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Coordonnées factorielles et composantes

principales (suite)

est la matrice, a n ligne et 2 colonnes, dont les lignes sont
les cordonnées factorielles du nuage de points dans R?
muni de la base {uq, uo},

X10 Y10
Z=|: :

Xno  Yno
est la matrice, a n lignes et 2 colonnes, dont les colonnes

sontLes variabLes centrées
X—-XetY-Y,
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Coordonnées factorielles et composantes

principales (suite)

V= $2(Y) - A 2(Y) A
2 _ 2 2 2 _ 2 |
V(s2(Y) —)qu)v(J)r(,()C/)OV(X’ V)2 V(s3(Y) _ézo)v&’(%?v

V(82(Y) = A1)2 + (Cov(X, Y))2  /(s3(Y) — X2)2 + (Cov
est la matrice des coordonnées des vecteurs propres
orthonormés {uy, u»} de la matrice des
variances-covariances, dans la base canonique {e1, e>}.

Les deux colonnes de la matrice L sont des éléments de
I'espace des variables R": on les appelle les
composantes principales de la variable statistique (X,Y).
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Coordonnées factorielles et composantes

principales (suite)

La premiére colonne de la matrice V est le vecteur propre
uy.

La premiéere colonne de la matrice L=ZV est donc le
vecteur propre Ly = Zuy.

De méme, la deuxiéme colonne de la matrice L est le
vecteur L, = Zuo.

Les deux composantes principales L et L, de la variable
statistique (X,Y) s’obtiennent ainsi par les formules:
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Coordonnées
factorielles et
composantes
principales

X10 Y10

=
I

U =

Xno  Yno

1

VI(sE(Y) = A

Pr. Ousmane THIARE

1)? + (Cov(X,Y))?

X10 Y10

( S2(Y) — A
—Cov(X.,Y)

Xno  Yno

Analyse Factorielle des Correspondances (AFC)
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Coordonnées
factorielles et
composantes
principales

X10 Y10

Ly =

U =

Xno  Yno

1

VI(sE(Y) = A

Pr. Ousmane THIARE

2)?2 + (Cov(X, Y))?

X10 Y10

( S2(Y) — A2
—Cov(X.,Y)

Xno  Yno
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Coordonnées factorielles et composantes

principales (suite)

avec les valeurs propres A\ et A\» de la matrice
X10 Y10
A:1<X1o }’1o> A
n\Xno - Yno ’ )
Xno  Yno
1ot o B s?(X) Cov(X,Y)
Pl T <Cov(X, Yy  s(y) ) d9es
variances-covariances:

<s2(X) +82(Y) + \/(83(X) — $3(Y))? + 4(Cov(X. Y)

N =

<s2(X) +82(Y) — 1/(82(X) — 83(Y))? + 4(Cov(X, Y)

N —
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Coordonnées
factorielles et
composantes
principales

Zt1n= (

n

1 n

: ZXiO
X10 - }’10> 1] = | =t
Xno - Yno

1

n
Z Yio
i=1

Ly = {L4|Ds[1n) = —(Zus[1n) = —(Zn)"1n = 1

1,

puisque les variables Xj et Y sont centrées.
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Coordonnées
factorielles et
composantes
principales

Il reste donc:

De méme

— 1:/0
=7t (o) ¢

n T n

- 1 1 1
L2 = <L2|D1ﬁ|1n> = <ZU2|1,7> = (Zu2)t1n = Eu@ZHn =
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Coordonnées
factorielles et
composantes
principales

Comme les composantes sont centrées, leur variance est
le carré de leur norme pour le produit scalaire défini par
D

n

1 1
PL1) = L3, = (L41Ds L) = LiL =~ ul 2! Zus
Z'Z=A
32(L1) = U%‘AU1 = U1t/\1 U = M “U1 H2 = )\

R 1
De méme SZ(LQ) = HLZH%l = <L2’D1E’L2> = EL§L2 =

S| =

1
EUéZtZuz = UéAUg = Ué)\QUQ =
dolluz]? = Xz
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Coordonnées
factorielles et
composantes
principales

1 1
COV(L1,L2) = <L1|D1E|L2> = F)Lg L, = EU:ZIZUQ =

1

t
— Ui Al =
n 1772

A2

- ufuz) =0

puisque les vecteurs uq et u» sont orthogonaux pour le
produit scalaire canonique.
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